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Capitulo 


Ponto, reta e plano 


1.1 - ORIGENS DA GEOMETRIA 


Existem indícios de que a civilização da Babilônia, desde cerca de 200 a €,, 
desenvolveu um considerável conhecimento geométrico, e assim também o Egito, 
desde datas que alcançam 1300 anos antes de Cristo. As finalidades ornginais do 
conhecimento geométrico eram de natureza prática, como construção de edificios 
e demarcação de terras (agrimensura). À existência das grandes pirâmides perto 
do Nilo prova que os egipcios conheciam sua Geometria e sabiam usá-la bem. 


Por volta de 600 a €., alguns filósofos e matemáticos gregos começaram a 
sistematizar o conhecimento geométrico acumulado. Tales e Pitágoras podem ser 
apontados entre eles. Há quem diga que a Geometria antes dos gregos era 
puramente experimental e que os gregos foram os primeiros a introduzir o 
raciocinio dedutivo. Não podemos concordar com isso inteiramente, mais é sem 
dúvida que os gregos foram os primeiros a sistematizar e organizar o conjunto de 
fatos geométricos conhecidos até seu tempo. O trabalho fundamental dos gregos 
foi feito por Euclides, que por volta de 300 a.C. escreveu um tratado de Geometria 
chamado Elementos, contendo virtualmente tudo que era conhecido de Geometria 
naquela época 


Com o auxilio da figura ao lado. que aparece no livro 
V da sua obra Elementos, Euclides da uma 
demonstração do famoso teorema de Pitágoras, 
segundo o qual a soma das áreas dos quadrados 
construidos sobre os catetos de um triângulo 
retângulo é igual a área de um quadrado construido 


sobre a hipotenusa. A demonstração das 
propriedades das figuras, com o auxilio da Lógica, 
foi a preocupação central dos filósofos e 
matemáticos gregos. 


1.2 - OS CONCEITOS E SUAS DEFINIÇÕES 


A Geometria, como se apresenta na atualidade, pode ser vista como uma 
sequência de propriedades que caracterizam um conjunto de objetos ou entes. 
Os entes, cujas propriedades são estudadas pela Geometria, são na sua maioria 
os pontos e conjuntos de pontos, como. por exemplo, as retas. os planos, os 
poledros, as curvas, as superfícies, etc. 

Todo texto matemático utiliza a linguagem da Lógica para expor as suas 
ideias. A caracteristica marcante dessa linguagem é o fato de que os conceitos, de 
um modo geral só podem ser considerados como conhecidos depois que são 
definidos e as propriedades só podem ser consideradas como verdadeiras depois 
que são demonstradas, 

Um conceito é definido por meio de uma sentença. Por exemplo, a sentença 
“triângulo é a união de três segmentos cujas extremidades são três pontos nao 

A situados numa mesma reta” define o conceito de 

triângulo. Entretanto, ao dar essa definição, estamos 

supondo que a pessoa que irá lêla já sabe o 

significado de união, segmento, extremidade, ponto, 

B C estar situado e reta. A definição de um conceito se faz 

relacionando entre si outros conceitos já conhecidos 

Estes, por sua vez, podem ter sido definidos com o auxilio de conceitos anteriores. 

Mas um tal encadeamento de definições, na prática, não pode ser prolongado 

indefinidamente. A afirmação de que em Matemática todo conceito é definido é 

excessivamente pretensiosa É necessário estabelecer um ponto de partida, isto é, 

alguns conceitos devem ser adotados sem definição (conceitos primitivos), para 

que todos os demais possam ser definidos a partir deles. Além disso, para que 

uma teoria tenha finalidade prática, é importante que um conceito primitivo seja 

simples, de modo que haja uma concordância entre todas as pessoas a respeito do 
seu significado, sem que seja necessário defini-lo. 


1.3 - O CONCEITO DE PONTO 


O conceito fundamental da Geometria é o de ponto. Todas as demais 
figuras, como retas, circulos, planos, triângulos, etc., são conjuntos de pontos. 

Como devemos imaginar um ponto? Podemos dar muitos exemplos que 
sugerem a ideia de ponto, bastando isso para associá-la a coisas do nosso mundo 
físico, tais como a marca deixada pela ponta de uma agulha numa folha de papel, 


A marca de uma agulha numa folha de papel, uma estrela vista da 
Terra, um grão de areia são coisas que sugerem a ideia de ponto. 
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uma estrela vista da Terra, um grão de areia. Poderiamos também escolher o 
átomo. como uma particula muito pequena existente no mundo; mas o átomo se 
divide em particulas menores, das quais a menor é o elétron. Seria, então, o 
elétron um bom exemplo de ponto”? Certamente que não. pois os elétrons. apesar 
de “pequenos”, têm um certo tamanho e uma certa massa e. além de tudo, não 
sabemos se um elétron é realmente indivisível. A ideia de ponto não pode ser 
materializada por algo que tenha dimensão, espessura. massa ou que possa ser 
subdividido em partes. A Geometria não dá uma definição formal do conceito de 
ponto, mas espera-se que todas as pessoas imaginem a mesma coisa quando 
lêem essa palavra, sem necessidade de uma definição. 


Ponto é um conceito primitivo. 


Representamos graficamente um ponto por meio de uma bolinha impressa 


no papel. 


Representação grafica de um ponto 


Os pontos são indicados sempre por letras maiúsculas A, B, CD... 
A partir do conceito de ponto, podemos definir outros conceitos. 


Definição D1 


Espaço é o conjunto de todo os pontos. 


Definição D2 


| Figura geométrica é qualquer conjunto não vazio de pontos. 


Assim, todas as figuras são subconjuntos do espaço O próprio espaço é 
uma figura. Outros exemplos de figuras são as reta, os planos, os circulos, os 
poliedros, os segmentos. 


Um circulo, uma esfera, um poliedro, um segmento, uma linha poligonal são exemplos de 
figuras, pois são conjuntos de pontos. 
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1.4 - RETA E PLANO 


Em Geometria, há ainda dois conceitos primitivos que são fundamentais: O 
de reta e o de plano 

A ideia de uma reta pode ser sugerida por um fio de prumo bem esticado e a 
ideia de plano, pela superficie de uma mesa. Entretanto, um fio de prumo tem 
começo e fim e uma mesa tem a sua beirada, e ambos têm a sua espessura. Para 
materializar as ideias de reta e de plano, seriam necessárias coisas sem espessura 
e que se estendessem ilimitadamente. Coisas assim só existem na nossa 


imaginação. 
| Reta e plano são conceitos primitivos. | 


Um fio de prumo sugere a ideia de uma reta e a superficie de uma mesa sugere 
a ideia de um plano. 


Representamos graficamente uma reta pelo desenho 


e o plano por 


ou 


ee 


Todavia, deve-se imaginar que a linha da primeira figura se prolonga em 
ambos o sentidos, como sugerem as setas, e que as outras duas figuras mostram 


apenas “pedaços” do plano, o qual, na realidade, não tem o contorno que lhe foi 
desenhado. 


As retas são indicadas por letras latinas minúsculas; 
EE Rc Pc 
e os planos, por letras gregas maiúsculas: 
É By... 


Aproveitemos agora a oportunidade e examinemos mais duas definições. 
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Definição D3 


Dois ou mais pontos são ditos colineares se todos eles pertencem a uma 
mesma rela. 


Dizemos lambêém que esses pontos estão alinhados 


Definição D4 


Luas ou mais figuras são ditas coplanares se todos os seus pontos pertencem a 
um mesmo plano. 


Se uma figura está contida num plano, dizemos que é uma figura plana. (*) 


1.5 - AS PROPRIEDADES E SUAS DEMONSTRAÇÕES 


As propredades que caracterizam os entes matemáticos são estabelecidas 
por meio de uma demonstração. Numa demonstração utilizamos as regras de 
raciocinio lógico para interligar à propriedade em estudo e outras já conhecidas 
anteriormente Se for possivel estabelecer um encadeamento lógico pelo qua! o 
fato de serem verdadeiras as propriedades já conhecidas garania que é também 
verdadeira a propredada em estudo, dremos que esta é a ulima está 
demonstrada e passaremos, a partir dai, a considera-la verdadeira. Toda 
propriedade que pode ser demonstrada é chamada teorema. 

Assim, a demonstração de um leorema se faz com o auxílio de outras 
propriedades já conhecidas. Estas, por sua vez, podem ter sido demonstradas com 
o auxilio de propriedades anteriores Mas um tal encadeamento de demonstrações. 
na prática, não pode ser prolongado indefinidamente Trala-se de um exagero 
afirmar que em Matemálica tadas as propriedades podem ser demonstradas E 
necessário que algumas propriedades sejam admitidas sem demonstração, para 
que sirvam de ponto de partida A partir delas, todas as demais paderão ser 
demonstradas. Às propriedades admitidas sem demonstração chamam-se 
postulados. 


t*) Note que não dissemos que a figura pertence ao plano e sim que ela está 
contda no plano, pois uma figura não é um elemento do piano, mas um seu 
subconjunto. Os elementos do plano serão os pontos. 


| propriedades | 


E 


£————————— TN 
admitidas sem que podem ser 
demonstração: demonsiradas: 


postulados | teorema 


Um postulado básico em geometria é o seguinte. 
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Postulado Piá 


Existem infinitos (*) pontos | 


À primeira vista, pode parecer ingênua e até mesmo desnecessária esta 
afirmação, mas, se desejarmos desenvolver a nossa teoria com nigoór, veremos que 
este postulado tem seu lugar nó encadeamento lógico. Por exemplo, sabendo que 
existem pontos, teremos certeza de que o espaço, que é o conjunto de lodos os 
pontos, não é vazio. Assim, também, toma consistência a definição de figura 
geométrica como sendo todo conjunto não-vazio de pontos. Um leitor exigente 
concordará com que o simples fato de um conceito ser “definido” através de uma 
sentença não garante que tal conceito exista. Por exemplo, poderiamos “definir”: 


“Dois planos distintos são chamados de irmãos se a sua inlerseção é um 
trângulo. 


É uma definição bem clara, mas ao mesmo tempo inútil. pois todos sabemos 


que os tais “planos irmãos” não existem, simplesmente porque quancio dois planos 
distintos se interceptam, a interseção é sempre uma reta. 


(9) Infinitos significa tantos quantos quisermos imaginar Em outras palavras, 


quando dizemos que existem infinitos pontos, isto significa que, se é considerado 


um certo número de pontos, é sempre possivel imaginar um outro ponto diferente 
& todos às pontos ja considerados. 


'- MAIS ALGUNS POSTULADOS 
Vamos examinar cinco novos postulados, que permitirão caracterizar de 
modo mais preciso os conceitos primitivos de reta e plano. 


Postulado P2 


Dados dois portos distintos A e B, existe uma unica reta rtal que A creBer, 


Podemos dizer anda que dois pontos distintos determinam completamente 
uma reta, à qual ambos pertencem. Ou então: por dois pontos distintos passa uma 
única reta. São modos diferentes de se dizer a mesma coisa. Em simbolos: 


AzB=>ar(AereBer) 


o que se lê: se À é distinto de B, então existe uma única r, tal que À pertence a 1 é 
EB pertence a Fr. 


A reta determinado pelos pontos A e B pode ser indicada por AB ou BA 
(indilerentemente). 
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A 
B 
pe 


Quando apoiamos uma régua em dois pontos desenhados no papel e rscamos com um lápis 
de ponta bem fina, estamos materializando a ideia contida no postulado P2. Não existem 
duas relas distintas que contenham ambos os pontos dados 


Observações 


1º) Quando dizemos que a reta r fica determinada por dois pontos distintos A e 
B, queremos dizer que existe uma única reta que passa por Ae B Assim, 
uma figura é determinada quando está garantida não só a sua existência 
como também a sua unicidade. 


2º) Para caracterizarmos uma reta, podemos tomar sobre ela qualquer par de 
dois pontos distintos. A reta r da figura abaixo, por exemplo, pode ser indicada 


por ÀB ou por BC ou por ÀC, indiferentemente. 


C 


(r) 


Postulado P3 


Dada uma reta, existem infinitos pontos que pertencem a ela, e também infinitos 
pontos que estão fora dela. 


Em outras palavras, na reta, e também fora dela, podemos considerar tantos 
pontos quantos quisermos 
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Postulado P4 


Dados três pontos A, Be C não colineares, existe um único plano « tal que 
AeueBeqgeCea. 


Podemos dizer ainda que três pontos não alinhados determinam 
completamente um plano, ao qual eles pertencem. Ou então: por três pontos não 
colineares passa um único plano. Em simbolos: 


| A, B, C não alinhados |> 3a|(Aca e Bea e Cea) 


O plano determinado pelos pontos A, Be C pode ser indicado por pl (ABC), 
ou pl (ACB), ou pi (BCA), etc., indiferentemente. 


Quando apoiamos no chão o tripé de uma 
máquina fotográfica, observamos que o aparelho 
tem uma posição estável, mesmo em um terreno 
irregular. Ao contrário, uma mesa de quatro pés 
pode “mancar” mesmo sobre um assoalho bem 
plano. O fato é que, sendo o chão bastante 
plano, é garantido que três pés da mesa irão 
ficar apoiados, o quarto pé, entretanto, poderá 
não pertencer ao plano determinado pelos 
outros três. Tem-se, assim, uma materialização 
da ideia transmitida pelo postulado P4. 


Observação: Qualquer terno de pontos não colineares tomados sobre um plano « 


caracteriza esse plano. O plano « da figura abaixo, por exemplo, pode ser indicada 
ndiferentemente por pl (ABC), ou pI (ABD), ou pi (ACD), ou pl (BCD). 


Postulado P5 


Dado um plano, existem infinitos pontos que pertencem a ele, e também infinitos 
pontos que estão fora dele. 


Em outras palavras, no plano, e também fora dele, podemos considerar 
quantos pontos quisermos. 
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Postulado P6 


Se dois pontos distintos A e B de uma reta r pertencem a um plano a, então 
todos os planos dessa reta pertencem a a. 


Dizemos também que uma reta que tem dois pontos distintos em um plano 
está contida nesse plano. 


eee O eee, 


Pá 
RN 
À 
Za : 


Mm 
B — + 


Se encostarmos dois pontos A e B de 
uma régua sobre a superficie de uma mesa, 
todos os pontos da régua ficarão encostados na 
mesa 


Em simbolos, escrevemos: 


(A=B Aca Bea)>5ABca 


Note que não escrevemos AB ea esm ABc«, poisareta AB não é um 
elemento do plano, mais um seu subconjuntos 


1.7 - UM RESUMO 


O leitor verá que a exposição que faremos a seguir, da Geometria, é uma 
sucessão de definições de conceitos, que tem como ponto de partida alguns 
conceitos primitivos, acompanhada de outra sucessão de teoremas, cujas 
demonstrações têm fundamento em um grupo de postulados. 

A discussão dos itens anteriores já nos conduziu ao estabelecimento de 
alguns conceitos primitivos, seis postulados e quatro definições, que estão aqui 
resumidos. 


Conceitos primitivos: ponto, reta e plano. 
Postulados 


P1 Existem infinitos pontos. 


P2 Dados dois pontos distintos A e B, existe uma única reta r tal que A cre 
Ber. 

P3 Dada uma reta, existem infinitos pontos que pertencem a ela, e também 
infinitos pontos que também estão fora dela. 


P4 Dados três pontos A, B e C não-colineares, existe um único plano «q tal 
queAcaeBeaeCea. 
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PS 


Dado um plano, existem infinitos pontos que pertencem a ele, e também 
infintos pontos que estão fora dele. 


P6 Se dois pontos distintos A e B de uma reta r pertencem a um plano a, então 
todos os planos dessa reta pertencem a a. 

Definições 

D1 Espaço é o conjunto de todos os pontos. 

D2 Figura geométrica é qualquer conjunto não-vazio de pontos. 

D3 Dois ou mais pontos são ditos colineares se todos eles pertencem a uma 
mesma reta 

D4 


Duas ou mais figuras são ditas coplanares se todos os seus pontos 
pertencem a um mesmo plano. 


Exercícios Resolvidos 


At) 


1.2) 


1.3) 
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Podem três pontos estar sobre uma mesma reta” Por quê? 
Solução 


Sim. Conforme o postulado P3, existem infinitos pontos sobre uma reta. 
Assim sempre podemos considerar três deles. 


ai 


Três pontos são sempre colineares? Por quê? 
Solução 


Não. Dados dois pontos A e B, pelo P2 existe uma única reta r que passa 
por eles. Pelo P3, existem infinitos pontos fora dessa reta. Se tomarmos um 
deles, teremos três pontos A, Be € são colineares. 


Cc 


—, 


A 
Demonstre que se duas retas distintas r e s têm um pontos À em comum, 
então esse ponto é o único comum às duas retas, isto é rm s = (A). 
Solução 


Temos Acer e Aces. Se existisse um ponto B = À comum às retas res, 
istoé,seB ereBes, então ambas as retas deveriam coincidir com a reta 


1.4) 


conforme o P2 garante Isso é absurdo, portanto é impossivel existir outro 
ponto, além de A, comum as retas res. 


Em simbolos: 


(ras, Acer, Aes)=rns=!Al 


Nota: Duas retas, que têm na interseção um único ponto, chama-se retas 


concorrentes 
r 


A 


Demonstre que dados uma reta r e um ponto À fora dela, existe um único 
planoatalquerca e Aea. 


Solução 


Devemos demonstrar a existência de « e a sua Unicidade 


Existência 

Para provarmos a existência do plano a, tomemos dois pontos distintos B e 
€ sobre a reta r. Os pontos À, Be C não são colineares. Pelo P4 existe um 
único plano a = pl (ABC), tal que A ca Be aeC ea. Pelo P5, temos 
aindar ca. O plano a assim construido satisfaz a condição desejada, isto é 
contém a reta r e passa por A. 


Unicidade 

Provemos agora que esse plano é o único possivel. De fato, se existisse um 
outro plano f contendo r e passando por À, é claro que os pontos Be C 
pertenceriam a ele Assim, )3 seria os próprio plano determinado por A; Be 
C,ouseja, 3 =a = pl (ABC). 


Nota: Dizemos também que uma reta e um ponto fora dela determinam um 
plano que contém essa reta e o ponto. Em simbolos: 


Aer=oaa|(Acaerca) 


Indicamos « = pI (A, r) = pl (r, A). Esta propriedade será chamada, de agora 
em diante teorema T1. 
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1.5) 


1.8) 
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Demonstre que dadas duas retas re s concorrentes, existe um único plano 
utalquercaesca. 


Solução 


Existência 


Se À o ponto (único) comum às duas retas. Em r tomamos B = Ae ems 
tomamos C = A. É claro que A, Be C não são colineares, pois se o fossem, r 
e s coincidiram Assim, pelo P4, existe um único plano a = pl (ABC). Pelo 


P6. temosrca e scu. 


Unicidade 


Se existisse outro plano 3 tal que rc B e sc, é claro que os pontos A, B 
e C pertenceriam a ele Assim o plano f iria coincidir com o plano 
determinado por esses três pontos B =a = pI (ABC). 


Nota: Dizemos também que duas retas concorrentes determinam um plano 
que as contém. Em simbolos: 


rns=[A)=>3Iajrca esca 
Indicamos « = pl(r,s). 
Esta propriedade, de agora em diante, será chamada de teorema T2. 
Demonstre que um plano tem infinitas retas. 
Solução 


Seja A, Be C três pontos não colineares pertencentes ao plano q. Pelo P6, 
a reta r = BC está contida em q. Tomando-se qualquer ponto P er, 
obtemos uma reta AP cu. 

Se tomássemos outro ponto Q e r, obteriamos uma nova reta AO ca. 


Como a reta r tem infinitos pontos, é possivel obter infinitas retas contidas 
no plano u. 


1:57) 


1.8) 


Demonstre que por um ponto A passam infinitas retas. 


Solução 


Na resolução do exercicio anterior. já ficou provado que pelo ponto A 
passam infinitas retas, embora naquele caso todas essas retas estivessem 
contidas em um só plano. Podemos dar uma demonstração mais 
abrangente, na qual as retas por A não sejam necessariamente coplanares. 
Para isso consideramos um plano « e um ponto À fora dele. Tomando-se 
qualquer ponto P e q, obtemos uma reta ÁP. Se tomássemos outro ponto 
Q e a. obteriamos uma nova reta AQ. Como. pelo PS existem infinitos 
pontos em a, é possivel obter infinitas retas que passam pelo ponto A. 


Se uma reta r não está contida em um plano « e tem com ele o ponto A em 
comum, então rn a = (A). Demonstre! 


Solução 


r 

Se existisse um outro ponto B comum a re a, 

então pelo P6 a reta r deveria estar contida em 

a, O que não acontece na realidade Portanto, 

não pode existir tal ponto B, isto é, A é o único 

ponto comum area. 
[XI 

% 


rnau=(A) 


Nota: Quando rm a = (A) dizemos que a reta r 
fura O plano q no ponto A: dizemos também que 
rea são secantes. 


Exercicios Propostos 


1.9) 


Sejam À um ponto, r uma reta que passa por 
esse ponto e « um plano que passa por essa 
reta. Classifique — verdadeira (V) ou falsa (F) 
— cada afirmação dada abaixo: 


ajÃcr dJjÃeca 
b)Aer ejrea 
CJÃcu rca 
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1.10) Assinale verdadeiro (4) ou falso (F): 


1.11) 


1,12) 


143) 


1.14) 
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a) 


u) 
v) 


Um ponto é todo corpo pequeno. 

Um ponto é tudo o que não se subdivide em partes. 
O conceito de ponto não é definido. 

Um ponto é tudo que não tem dimensão. 

Toda reta é um conjunto de pontos. 

Todo plano é um conjunto de retas. 

Por um ponto dado passa uma única reta. 

Por dois pontos distintos passa uma única reta, 

Por um ponto passam infinitas retas. 

Um ponto determina uma reta que passa por ele. 
Por três pontos não alinhados passam um único plano. 
Dois pontos distintos determinam um plano. 

Três pontos distintos determinam um plano. 

Três pontos não alinhados são distinios 

Dois pontos são sempre coplanares. 

Três pontos distintos não podem ser colineares. 


Se uma reta tem dois pontos distintos sobre um plano, ela tem pelo 
menos mais um ponto nesse plano. 


Uma reta que tem um ponio sobre um plano está contida nesse plano. 
Uma reta contida num plano tem um ponto que pertence a esse plano. 


Uma reta contida num plano tem um único ponto que pertence à esse 
plano. 


Três pontos coplanares são coineares. 
Três pontos colinearas são coplanares. 


Quantas retas ficam determinadas por três pontos não alinhados” 


Quantas retas ficam determinadas por quatros pontos, três a três não 
alinhados” 


Quantos planos ficam determinados por quatro pontos não coplanares” 


Prove que se dois planos distintos « e [) têm gois pontos A e B em comum, 
então a interseção deles éareta AB: 


umf= AB 


Capitulo 
Duas retas no espaço. 
2 interseção de planos 


2.1 - RETAS PARALELAS. POSTULADOS DE EUCLIDES 


Definição D5 


Duas retas são paralelas se ambas estão contidas em um mesmo plano e não 
têm ponto em comum. 


Em outras palavras, para que duas retas re s r 

sejam paralelas, deve existir um plano a tal quer cu e q gal 
sca e, além disso, deve-se ter rn s = (9. Indicamos a 

ris. Em simbolos. Zu. 


petteste e sca) 
ris o e 
assi 


O seguinte postulado, conhecido como postulado das paralelas ou 
postulado de Euclides, garante a existência de retas paralelas. 


Postulado P7 


Dados uma reta r e um ponto P fora dela, existe uma única reta que passa por P 
e é paralela à reta r. 


Em outras palavras, por um ponto fora de g p 
uma reta dada passa uma única reta paralela à +— ———————— 
reta dada. Em simbolos: Fr 


Per>3s|(Pes e ris) 


Exercicio Resolvido 


2.1) Demonstre que, dadas duas retas re s paralelas, existe um único plano ct 
talquerca esca. 
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Solução 


Existência 


A existência de um plano « que contém ambas 
as retas r e s é garantida pela própria 
definição DS, isto é o fato de r e s serem 
paralelas significa que existe um plano « tal 
quercuesca (alémde garantir também 
querns=) 


Unicidade 


Consideremos sobre a reta r o ponto A e sobre a reta s os pontos Be C. 
Como A e s= BC, é claro que os pontos A, Be C não são colineares. Se 


existissem dois planos « e [3 contendo as retas r e s, ambos teriam que 
coincidir com o plano determinado pelos pontos A, Be €, Isto é, 


«u=B=pI(ABC) 


Sendo assim, não pode haver dois planos distintos contendo re s. 


Nota: Dizemos que duas retas paralelas determinam um plano que contém 
ambas. Em simbolos: 


rils>gIal(rca esca) 


Indicamos «a = pl (r, s). 
Esta propriedade será chamada. de agora em diante, teorema T3 


2.2 - DETERMINAÇÃO DE UM PLANO 


Há quatro casos. principalmente, em que um plano fica determinado, isto é, 
em que podemos garantir a existência e a unicidade de um plano. Vejamos agora 
um resumo desses quatro casos possíveis. 


1º caso 


Três pontos não alinhados 


Este é o caso que já vimos correspondente ao 
postulado P4. Temos 


u=pI(ABC) 


28 


2º caso 


Uma reta e um ponto fora dela | 


Este é o caso que já vimos, através do 
exercício resolvido 1.4 (teorema T1) Temos 


a =pl(r, A) 
3º caso 


Duas retas concorrentes | 


Este é o caso que já vimos, através do 
exercicio resolvido 1.5 (teorema T2). Temos 


qa =pl(r,s) 
4º caso 


| Duas retas paralelas | 


Este é o caso que já vimos, através do 
exercicio resolvido 2.1 (teorema T3). Temos 


a=pi(rs) 


2.3 - RETAS REVERSAS 


Devemos notar que, para se ter r ! s, é 
obrigatório que r e s sejam coplanares. Na figura ao 
lado, por exemplo, podemos ver duas retas re s que 
não têm pontos comum e que, no entanto, não são 
paralelas, pois não existe plano que contenha ambas. 
Neste caso, as duas retas cnamam-se reservas. 


Definição D6 


Duas retas são reservas se não existe plano que contenha ambas. | 


2) 


Exercícios Resolvidos 


2.2) 


2.3) 
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Prove que existem retas reservas 


Solução 


4s Consideremos uma reta r e o ponto A fora dela. 
Seja a o plano determinado por re A, isto é, 
a =pl(r, A). Tomemos o ponto B fora do plano « e 
consideremos a reta s = AB. Podemos provar que 
essas duas retas r e s, assim construídas, são 


reservas, isto é, não existe plano que contenha 
ambas. 


De fato. se existisse algum plano B tal quer cp e sc f, então, como 
Ae e, teriamos A e f. Mas se isto fosse verdade, sera B=pl(r, Aj)=a, 0 
que é absurdo, pois o ponto B pertence a f e não pertence a «a, ou seja, é 
impossivel que « e |) coincidam. 


Sendo assim, conclui-se que não pode existir um plano contendo ambas as 
retasres. 


Prove que por uma reta passam infinitos planos. 
Solução 


Dada uma reta r, consideremos uma outra reta s, talque re s sejam reservas. 
Tomando-se qualquer ponto P; e s, obtemos um plano q = pl (r, P;). Se 
tomássemos outro ponto P> e s, obteriamos um novo plano «2 = pI (r, Pa) = 
claro que «1 * «12, pois se a; coincidisse com «2, esse plano contera re s. o 
que é impossivel. Como a reta s tem infinitos pontos, é possível obter infinitos 
planos que passam pela reta r. 


Uma ideia concreta desta situação temos ao 
observamos uma porta. A porta passa pelos pontos 
AeB, situados nas dobradiças: mas, a cada posição 
da porta, corresponde um plano que contém a reta 


AB. Para determinar um desses planos, é 
necessário fixar um terceiro ponto C, não situados na 
reta AB. 


2.4 - POSIÇÕES RELATIVAS DE DUAS RETAS DISTINTAS 


Conhecendo as noções de retas paralelas e retas reservas, podemos 
resumir as diversas posições relativas de duas retas distintas re s 


1º) Retas reversas 
Neste caso, não existe plano que 
contenha ambas, 
Temos: rns=z0. 


2º) Retas coplanares (isto é, ambas 
contidas em um mesmo plano): 


a) paralelas 


Neste caso, 
rns=0 


b) concorrentes 
Neste caso, 
rns=(P) 


2.5 - INTERSEÇÃO DE PLANOS 


Na resolução do exercicio 2.3, ficou claro que é possível termos dois (ou 
mais) planos distintos contendo uma mesma reta. 
Na verdade, tal reta é a interseção desses planos. 
Em nossa teoria, entretanto, nada foi dito até agora 
para esclarecer se a interseção de dois planos 
distintos pode ou não ser aigo diferente de uma reta. 
Conforme veremos no postulado seguinte, se dois 
planos distintos possuem pontos em comum, tais 


pontos constituem obrigatoriamente uma reta. EV, a 


Postulado P8 


Se dois planos distintos têm um ponto em comum, então a sua interseção é uma 
reta. 


Em simbolos: 
Ria 
AcbB; >arr=anB 


aw 
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Os dois planos « e f3, neste caso, chama-se secantes Note que. no 


exercicio 2.3 que resolvemos anteriormente, ficou provada a existência de planos 
secantes. 


Definição D7 


Dois planos são secantes se a sua interseção é uma reta. 


2.6 - UM RESUMO 


A seguir fazemos um resumo das definições e postulados apresentados 
neste capitulo, além dos teoremas vistos até agora. 


Definições 


D5 Duas retas são paralelas se ambas estão contidas em um mesmo plano e 


não têm ponto em comum. 
D6 


D7 


Duas retas são reservas se não existe plano que contenham ambas. 
Dois planos são secantes se a sua interseção de uma reta. 


Postulados 


P7 Postulado das paralelas ou de Euclides — Dados uma reta r e um ponto P 
fora dela, existe uma única reta que passa por P e é paralela à reta r. 

p8 Se dois planos distintos têm um ponto em comum, então a sua interseção é 
uma reta 

eoremas 

Ta Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano que contém essa reta 
eo ponto. 

T2 Duas retas concorrentes determinam um plano que as contém. 

T3 


Duas retas paralelas determinam um plano que as contém. 


Exercícios Resolvidos 
24) Sejamr.settrês retas contidas em um mesmo plano, tais que r// s. Prove 
que se t é concorrente com r, então t também é concorrente com s. 


Solução 


Seja Ao ponto comumaret:rmnt=(A). Como 
t e s são copianares, só há duas 
possibilidades: ou t 4 s ou tes são 
concorrentes. Mas se fosse t // s, então pelo 
ponto À estariam passando duas retas 
distintas, paralelas à reta s, o que é absurdo 
pelo postulado P7. Logo, te s são concorrentes. 
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2.5) 


(B) 


2.6) 


Prove que se a reta r fura o plano u e a reta s é paralela a r, então s 
também fura a. 


Solução 


Para provar que s fura a, devemos provar que s tem um ponto em comum 
com a, e que esse ponto é único, isto é, 


snu=(B) 
Vamos então construir o ponto B Seja Ao ponto comum are«u 
rma=(A) 


Como ris, existe o plano 5 = pl (r. s), o qual 
tem o ponto A em comum com «. Logo, pelo 
P8, existe uma única reta ttal que t= um B. É 
claro que t passa por A e é distinta der e des. 
Assim, tem-se três retas coplanares r, s et tais 
que r /! s. Pelo exercicio 24, como t é 
concorrente com r, então t e s também são 
concorrentes. Seja B o ponto comum 
(B) = tm s. Assim, escrevemos: 


=ins=(unB)ns=un(bns)j=uns ou 
seja: sna =(B) 


€ 


Teorema T4 — Prove o seguinte teorema das três interseções: sejam u«, |) 
eytrês planos secantes dois a doistais queanpb=a any=bebny=c. 
Se as retas a, be c são distintas, então há somente duas possibilidades: ou 
as três concorrem em um mesmo ponto, ou elas são paralelas duas a duas. 


Em simbolos: 


Hipótese: 
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2.7) 


2.8) 
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y | amnbnc=(A)ou 
| (ai!b e b/ic e alic) 


Solução 


Como as retas a e b são coplanares (contidas em a), há somente duas 
possibilidades: 
1)anb=(A) 2*')ai!!b 


1º) Seam b=(A), podemos escrever (Aj=anb=(«nfB)a(uny=aen 
(Bny=ance. Logo, À e c. Fica provado, então que a reta c também passa 
por À, ou seja, 


anbnc=(A) 
2º) Se a | b, podemos escrever: 
anb=0>(aonhb)n(any)=0>antbnyj=oanc=0 


Como a e b estão contidas ema, tem-seanc=D e bnc=8. 
Assim, a e c são retas coplanares sem ponto comum, isto é, a // c. Pelo 
mesmo motivo tem-se b//c. 


Sejam três retas x, y e z, distintas duas a duas, todas contidas em um 
mesmo plano. Demonstre que se x//y e y//y então x 4/2. 


Solução 
Como x e z são coplanares, há somente duas 
A 2/ possibilidades: ou x !/ z; ou x e z são 
concorrentes em um ponto A. Mas se fosse 
A: :/ x mn z = (À) então pelo ponto A estariam 
e passando duas retas distintas, paralelas à reta 


y, O que é absurdo pelo postulado P7. Assim, 
só pode ser x // Z. 


Teorema T5 - Sejam x, y e z três retas distintas duas a duas Demonstre 
quese x//y e y//z então x//Z. 


Solução 
y 


Se as três retas são coplanares, recaímos no exercício 
2.7, já demonstrado. Vamos então supor que não há 
um plano que contenha as três retas. Assim, sendo 
a«=pl(x y)ef=pl(y z), tem-se a = fp. Se tomarmos 
sobre a reta z O ponto À, é claro que À e x, pois se a 
reta x passasse por A teriamos duas retas distintas 
paralelas à reta y, concorrentes em À, com o postulado 
Pz. 


az 


29) 


2.10) 


Portanto, se À « x podemos considerar o plano y = pl (x, A). Os planos y e f3. 
distintos, têm em comum o ponto A, logo existe a reta Z' = 5 my. E claro que 
z'zx e Z =y, pois o ponto À pertence a z mas não pertence a xnema y 


Apliquemos agora o teorema das três interseções (veja O exercicio 2 6: 
teorema 74). 

Os planos «, 3 e y são secantes dois a dois e as interseções x, y e z' são 
distintas. Como x //y, resulta que Z'!/x e Z'!!y 

Mas então as retas z e z' passam por À e são paralelas à reta y. Pelo 
postulado P7, tem-se z =2z'e portanto x //y. 


Outro modo: (utilizando o exercício 2.5) 


a) xez não têm ponto comum, pois não sendo assim estaria contrariado o 
postulado P?. 


b) Resta provar que x e z são coplanares Sendo À e z, tomamos o plano 
y=pi(x, A) Se y não contivesse z, a reta z furaria y em A, logo a reta 
y!!z também furaria y e assim a reta x // y também furana 7, O que é 
absurdo, pois x c y. Assim, Z c 7. 

Conclui-se então que x e z são retas coplanares sem ponto em comum: 
xiz. 


Duas retas re s são reversas Se AereBes, qual é a interseção dos 
planos u =pl(r,B) e B=pl(s, A)? 


Solução 
É claro que, sendo r e s reversas. tem-se 
AxzBeaxz/! Mas como AcuecAÃE |, 
então A e u n p. Da mesma forma, como 
/ BeueBej),então Be um |. Logo. pelo 
P8, resulta que 
dee 


anp = AB 


</ A interseção pedida é a reta AB. 


Por um ponto À conduzem-se duas retas distintas r e s. Fora do plano 
q =pl(r,s) toma-se o ponto B. Qual é a interseção dos planos [3 = pl (r, B) e 
y=pl(r, BY? 


Solução 


ão 


Ze VI) 


2.12) 


213) 
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É claro que [3 = y (pois se fosse [) = y teriamos A =y = a = p!(r.s) mas Isso é 
absurdo B e «) Já sabemos que B pertence a [) e a y Provemos que A 
também pertence a ambos. Isso é imediato, pois sendo rn s = (A), tem-se 
AereAes dondeÃej e Acy. Assim, 


x=fny= ÁB 
A interseção procurada é a reta AB. 


As retasres são paralelas e À e s. Prove que o plano « = pl (r, A) contém a 


(ASS 


Seja |! = pl (r. s). Basta provar que B=a Defato comos cfheAÃes, tem- 
se À e 3. Portanto, |) = pl (r, A) = «. Consequentemente, s ca. 


Solução 


Duas retas re s são paralelas Fora do plano « = pl (r, s) toma-se o ponto B 
Qual é a interseção dos planos [3 = pl(r,B)e y=plI(s. BJ? 


B x 


N 


Solução 


Os planos f e y são distintos (pois se fosse ) = y teriamos B =y = «a, o que 
absurdo pois B e a). Seja x a reta conduzida por B, paralela às retas re s. 


Como Be x, éclaro que pl (x )=pl(r. B)=pBepl(xs)=pl(s B)=y. 
Assim, Bny =x 


A reta r fura o plano a no ponto A. Como são as interseções de « com os 
planos que contêm r? 


2.14) 


Solução 


Se 8 é um plano qualquer contendo r, é claro que [3 = « (pois se fosse [3 = u, 
r estaria contida em q). 


Assim, a e 3 são planos distintos que têm em comum o ponto A. Pelo 
postulado P8 a interseção de « e [3 é uma reta que passa por À Portanto, as 
interseções de a com os planos que contêm r são retas que passam por A. 


Seja a reta s contida no plano a e seja P um ponto fora de a. Por P conduz- 
se a reta r paralela a s. E claro que r não está contida em « (pois P « q). 
Prove querna=. 


Solução 


Seja [3 = pl (r, s). Vamos provar que r não pode ter ponto em comum com u. 
De fato, se existisse um ponto À comum a re «, esse ponto não pertenceria 
àretas (pois r//s). Assim teriamos a = pl (s, A). 

Mas 


B=pl(r.s)=pl(A,s) 


Logo seria «a = e portantor c a, o que é absurdo. Assim, rnu = 9. 
qr 
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Exercicios Propostos 


2.15) 


2 16) 


2.17) 


2.18) 


2.19) 


2.20) 
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Assinale verdadeiro (V) ou faiso (F): 
a) Seana=a entãoaca. 

b) Seanf=a, então a =f. 

c) Seana x (g,então a fura a. 


Se dois planos « e | têm em comum três pontos não colineares, o que 
acontece com q e 3? 


Assinale verdadeiro (V) ou falso (F): 

a) Duas retas distintas determinam um plano. 

b) Uma reta e um ponto determinam um plano. 

c) Duas retas concorrentes são coplanares. 

d) Dois planos que têm duas retas distintas em são iguais. 


Pelo ponto A não pertencente à reta r conduz-se a reta s paralela a r Prove 
ques cpl(r, A). 
A s 


Se três retas são duas a duas concorrentes em três pontos distintos, então 
elas são coplanares. Prove. 


Assinale verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Duas retas reversas a e b são paralelas à mesma reta c. 


b) Duas retas distintas r e s, reversas a uma terceira reta t, são reversas 
entre si. 


c) Duas retas ou são coincidentes ou são reversas. 

d) Duas retas reversas não têm ponto comum. 

e) Duas retas reversas são distintas. 

f Duas retas que têm um ponto comum são concorrentes. 

g) Duas retas que têm um único ponto comum são concorrentes 

h) Duas retas reversas não são coplanares. 

i) Se duas retas distintas não são reversas, então elas são paralelas. 
) Duas retas que não têm ponto comum são paralelas. 

k) Duas retas que não tem ponto comum são reversas. 

) Duas retas que não tem ponto comum ou são paralelas ou são reversas. 
m) Duas retas distintas ou são concorrentes ou são paralelas. 


2:21) 


Sejam duas retas, a e b, concorrentes. Sobre o plano « = pl (a, b) tomam-se 
outras duas retas re s tais que ra es! b. Prove que res são 
concorrentes. 


pr aa 

b Fr 
>Ss 
[94 Fr, 


2.22) Asretas x e y são reversas. Tomam-se os pontos À e xe Be y. Demonstre 


que os planos q = pl (x, AB) e f = pl (y, AB) são distintos. 


223) Assinale verdadeiro (V) ou falso (F): 


224) 


a) A interseção de dois planos só pode ser uma reta. 


b) Se dois planos distintos têm um ponto em comum, então eles são 
secantes. 


c) Se dois planos são secantes, eles têm um único ponto em comum. 
d) Dois planos secantes têm um ponto em comum. 
e) SeunpfB=DB, então a = À. 


Dois planos a e |3 interceptam-se segundo a reta t. As retas re s, distintas 
de t, são paralelas entre sie tais querc a esc fp. Prove que t é paralela a 
reas. 


Pd 


jo 


Capitulo 
Reta e plano paralelos. 
Planos paralelos entre si 


3.1 - RETA E PLANO PARALELOS 


Definição DB 


Se uma reta r e um plano a são tais que 


rnuz=t 


dizemos que r é paralela a « ou ainda q é 
paralelo a r ou que re a são paralelos entre 
si. 


Indicamos r//c ou a fr. 

É natural perguntar, neste ponto, se realmente existem uma reta e um plano 
paralelos entre si Esta questão já esta resolvida. A existência de uma reta paralela 
a plano é garantida pelo teorema demonstrado no exercicio 2.14, cujo enunciado 

eescrevemos aqui, com outras palavras: 


Se a reta r não está contida em um plano q e é paralela a uma retas c q, então 
rea são paralelos entre si. 


Em simbolos: 
(qa, tits, ser Ha 


Exercícios Resolvidos 


3.1) Dois planos, «ef, são secanteseanfp=s. Aretar está contida em Pe é 
paralela ao plano a. Prove quer i's. 


á 


40 


Solução 


Eclaroquereas polsrga e scea. 

Seres fossem concorrentes em um ponto À, como s cu sera À E qu, O 
que é absurdo, pois cf «, isto é r não lem ponto em comum com «. Assim, 
resta uma unica possibilidade: r/s. 


Notas 
1º) Este mesmo leorema poderia ser enunciado assim: 


“Se dois planos são secantes e uma reta de um deles é paralela ao outro, 
então ela e paralela à interseção dos dois planos,” 


ou assim: 


“Se uma reta é paralela a um dado plano, então qualquer plano que contém 
a reta dada e é secante ao plano dado tem com este uma interseção 
paralela à reta dada.” 


ou ainda: 


“Seria então existe uma retas ca tal queriis.” 


2º) Este teorema corresponde a uma condição necessária para que uma 
reta seja paralela a um plano: 


“Para que a reta r seja paralela ao plano « é necessário que r não esteja 
contida em « e seja paralela a uma rela de « ” 


3º) No inicio deste capitulo foi enunciado o seguinte teorema, cuja 
demonstração tinha sido feita no exercicio 2.14. 


“Se a reta r não está conlida em um pláno « e é paralela à um reta s cu, 
então re « são paralelos entre si” 


Este teorema corresponde a uma condição suficiente para que uma reta 
seja paralela a um plano: 


“Para que a reta r seja paraleta ao plano q é suficiente que r não esteja 
contida em a e seja paralela a uma reta de q. 


4") Unido-se as 2º e 3º notas, podemos então resumir: 


Teorema T6 


Uma condição necessária e suficiente para que uma reta r seja paralela ao 


plano « é que r não esteja contida em q e seja paralela à uma reta de cr. 
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3.2) 


3.3) 
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Teorema T7 - Aretare o piano a são paralelos. Pelo ponto A e «a conduz- 
ses//r Prove ques ca. 


r 


(3 


Em simbolos, o teorema pode ser enunciado assim: 


Solução 


Para demonstrar este teorema, 
consideremos a figura ao lado, onde 


“fingimos não saber" ques c a. Seja [3 = pl (r, s). Como À é comum aos dois 
planos. [5 e « se interceptam segundo uma reta que provisoriamente 
chamaremos de x (vamos provar que x = s). Pelo exercício 3 1, tem-se x //r. 
Mas então as retas x e s. que passam por A, são ambas paralelas a r. Pelo 
postulado P7, só pode serx=s. Portanto, sc a. 


Nota: O teorema acima pode também ser enunciado assim: 


“Se as retas re s são paralelas e pelo ponto À e s conduzimos um plano 
allrenâosca.” 


São dados uma reta r e um ponto À g r. Construa um plano quer passa por 
A e é paralelo à reta r. 


r 


iii 


Solução 


Devemos descrever primeiramente a sequência de operações necessárias 
para construir o plano procurado e, em seguida, devemos provar que ele 
satisfaz a condição pedida. 


Construção 


Conduzimos porA eraretas/r. 


Em seguida, sendo f = pl (r, s), tomamos fora de [3 o ponto B. 
Finalmente, como B «e s, podemos 
considerar o plano 


q =pl(s, B) 


Prova 
Resta provar que q ! r. Para isso, basta notar que r não estã contida em « e 
é paralela a uma reta s desse plano (é claro que r estã contida em «;, pois se 
isso acontecesse, os planos « e [3 coincidiram). 


3.2 - POSIÇÕES RELATIVAS DE UMA RETA E UM PLANO 


Vamos agora resumir as diversas posições relativas de uma reta e um 
plano 


13) 


Neste caso, a reta tem todos os 
pontos em comum com o plano. 


F 
2º) Irma = (P) 
Neste caso, dizemos que re a são 
secantes ou concorrentes ou que 
a reta fura o plano. 


O ponto Pé o traço der no plano a 


3º) [r//a! 


Neste caso 
rna=G 


Exercicios Resolvidos 


3.4) 


3.5) 
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Teorema T8 — Prove que se uma reta é paralela a dois planos secantes, ela 

é paralela à interseção desses dois planos 

Solução 

O enunciado deste teorema, em simbolos &: 
cHtu 


rp pa 
5 = véi 


Na demonstração utilizamos o teorema T7 (do 
exercicio 3.2). Consideremos pelo ponto P esa reta 
x /Tre provemos que: 


x=s=0nP 


Temos. 
ER rit x 
ra 
reta >xcu E também: ED 
Pex EX 
Peq Pef 


ássim x=wum[b=s e poranto ris. 


São dados dois planos u e , secantes, e o ponto À fora de ambos. 
Construa por À uma reta paralela a ambos os planos. 


Solução 


Construção 


Seja s=w0|3. Consideremos pelo ponto Ães à 
reta r4'S. q 


Prova 


Frovemos que a reta r é paralela a ambos os planos. A 
Basta aplicar aqui a condição necessária e 
suficiente do teorema T& (vista na 4º nota do 
exercicio 3.1) Temos: 


EEE rh 
scujmrifa e também: scBp>or dp 
E ris] 


3.6) 


3.7) 


São dadas duas retas re s paralelas e um plano « tal que r // «. Prove que 
só há duas possibilidades: ous/«u0us ca. 


Solução 
Em simbolos, o teorema se escreve assim: 


(riserta)>(sla ou sca) 


É claro que só há dois casos possiveis: 
1)sna=O 2)sno ato 


No 1º caso temos sc a. 


Provemos que no 2º caso temos s c «. Seja A um ponto comum a s e «. 
Basta, então, aplicar o teorema T7 (do exercício 3 2). Temos: 
rits 
rita 
Ães 


Aeu 


em AT A 7 é 


São dadas duas retas reversas, re s Construa um plano que contém s e é 
paralelo à reta r. 


Solução 


Construção 


a) Pelo ponto A e s tomamos a b) Comote s concorrentes, podemos 
reta t/r. considerar o plano a = pl (s, t). 
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3.8) 


3.9) 
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Prova 


Provemos que o plano « assim obtido é paralelo à reta r. Para isso, basta 
notar que a reta r não está contida em « (pois re s são reversas) e é 
paralela a uma reta de u, que é a reta t. 


e] 
tcalsria 
cut) 


Prove que o plano construido no exercício anterior é único. 
r 


PR aiii 


Solução 


Sejam re s reversas. Admitamos que por s são possíveis dois planos a e 3 
oistintos, paralelos à reta r. Apligquemos o teorema T8 (do exercício 3.4). 
Como a reta r é paralela aos dois planos secantes a e [, ela deve ser 
paralela à sua interseção. Mas um B =s, logor//s, o que é absurdo. Assim, 
deve-se ter u =p. 


São dadas as retas reversas re s e o ponto À. Construa por A um plano 
paralelo a ambas as retas. 


Solução 


A resposta desta questão depende da posição do ponto A em relação às 
duas retas reversas Há três casos a considerar, ilustrados na figura abaixo. 


1º caso: O ponto A pertence a uma das retas 
(a retas, por exemplo). 


e 
Neste caso, como todo plano construído por A A 
tem ao menos esse ponto em comum com a ' 
reta s, é impossível construir um plano que /u “A 
seja paralelo a ambas as retas dadas. 


2º caso: O ponto À não pertence a s. mas pertence ao plano a que contém 
s e é paralelo à reta r (isto é o ponto A e uma das retas determinam um 
plano paralelo à outra reta). 


3.10) 


Neste caso também é impossível construir por À um plano paralelo areas. 
De fato, se existisse um plano 3) por A, tal quer /ffes///3, sendot= «up 
deveriamoster r//t e s/ft, o que é absurdo, pois re s são reversas. 


+ 


3º caso: O ponto A está situado de tal modo que o plano pl tr, A) não é 
paralelo à reta s e também o plano pl (s, A) não é paralelo à reta r (isto é o 
ponto A e qualquer das duas retas determinam um plano que não é paralelo 
a outra reta). 

Neste caso, é possivel construir por À um plano paraleloa re a s. 


Construção 


Vamos conduzir por À as retas r fr e 
s ! r. as quais determinam o plano 
B=pi(r,s). 

O plano f é paralelo às retasres 


Prova 


Em primeiro lugar notemos que f3 não 
contém r. De fato, se fosse rc À. 
teriamos s // 8 e sabemos que o ponto A 
está situado de tal modo que essa 
situação é impossivel. Sendo assim, 
pelo teorema T6: 


Rd 
cite ,>orHp 
RE 


e com o mesmo raciocinio tiramos s /f |). 


São dadas as retas reversas re s e o ponto A. Construa por A uma reta 
concorrente com ambas as retas dadas. 
Solução 


Como já ocorreu no exercício anterior, a resposta dessa questão depende 
da posição do ponto A em relação às duas retas reversas. Vamos 
considerar separadamente cada um dos três casos. 


1º caso: O ponto A pertence a uma das retas (à reta s, por exemplo). 
47 
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Neste caso, tomando-se qualquer ponto em r, este ponto e A determinam 
uma reta concorrente com r e s. São possiveis infinitas retas nessas 
condições, todas elas contidas no plano pl (r, A). 


2º caso: O ponto A e uma das retas r 
determinam um plano paralelo à outra reta. 
Suponhamos que o plano « = pl (s, À) é 


RAE 
paralelo à reta r. Neste caso, é impossível 
construir uma reta por À, concorrente com r e A 
com s, pois toda reta que passa por À e / 
RT. =) 


encontra a reta s está contida em a. Por isso 
ela não pode ser concorrente com r. 


3º caso: O ponto À e qualquer das duas retas determinam um plano que 
não é paralelo à outra reta. 


Neste caso, é possivel construir por À uma reta concorrente com res. 


x 
r 


R 


Construção 


Os planos B = pl(r, A)ey= pl(s, A) são distintos e têm em comum o ponto 


A. Assim a sua interseção x = [) my passa por À. A reta x é concorrente 
comres. 


Prova 


Como sq fes não é paralela a [3, então s fura ) no ponto S, o qual 
logicamente pertence à reta x. 


Da mesma forma, como ra y er não é paralela a y, então r fura y no ponto 
R. o qual logicamente pertence à reta x. 
Sendo assim, a reta x é concorrente com re coms. 


3.3 — UM RESUMO 


Fazemos a seguir um resumo das principais definições e propriedades 


vistas até aqui, continuando o resumo anterior (veja O tem 2.6). 


Definição 

DB Uma reta r é paralela a um plano « (ou o plano « é paralelo à reta r) se 
rn. 

Teoremas 

Tá Teorema de três interseções — Sejam u, [| é y três planos secantes dois à 


T5 
T6 


T7 


TA 


dos tas queunB=anmny=beBmny=c Seasrelasa, be c são 
distintas, então hã somente duas possibilidades: ou as três concorem em 
um mesmo ponto, ou elas são paralelas duas a duas. 

sejamx yeztrês retas distintas duasa duas. Sexy e vz entãox YZ. 
Uma condição necessária e suficiente para que uma rela r seja paralela 
ao plano « é que r não esteja contda emu e seja paralela a uma reta de re. 
Se as retas re s são paralelas e pelo ponto À E s conduzimos um plano 
nifrentãosce. 


Se uma reta é paralela a dois planos secantes, ela é paralela à interseção 
desses dois planos. 


Exercicios Propostos 


3.11) Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 


a) Uma reta que não é paralela a um plano está contida nesse plano. 
bj Uma reta que não estã contida em um plano é paralela a esse plano 
oO (risescmsria 

od) (risescm>s(roen ou rita) 

e) Sen e |) são planos secantes, existe rela de « que é paralela a 3. 


f) Uma reta é paralela a um plano é paralela a todas as retas contidas 
nesse plano. 


q) Se duas relas res são paralelas e o plano « contêm s entsoro a. 
hn tr=umpesca=>sif 

j trtserfoao)>sita 

à trfserfgj)=sea 

W iryiserfa=>(sfa oc scr) 


| Se uma reta é paralela a um plano, então ela é paralela a infinitas retas 
contidas nesse plano. 


m) Por um ponto fora de uma reta passa um único plano paralelo a essa 
reta. 


n) Por um ponto fora de um plano passa uma única reta paralela ao plano 
dado. 


0) Duas retas distintas, paralelas a um mesmo plano, são paralelas entre sl. 
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3.12) Se uma reta é paralela a uma reta de um plano, qual é a sua posição em 
relação ao plano” 


3.13) Prove que se uma reta r é paralela a um plano « e a reta s está contida em 
u. então OUT ÁS OUTES são leservas. 


3.14) Demonstre que se uma reta r é paralela à interseção de dois planos ae BP e 
não esta contida em nenhum deles, então ela é paralela a ambos. 


3.15) Classifique em verdadeiro (4) ou falso (F) 


a; Dadas duas retas re s feversas, existe plano que contém re é paralelo 
as. 


b) Por um ponto dado, é sempre possivel conduzir uma reta que & 
concorrente com duas retas reservas dadas. 
c) Sercoeasreiasres são reverses, então a retas fura o plano a. 


di) Se duas retas são reversas e um plano contém uma delas, ele 
necessariamente é paralelo à outra. 


3.16) Sejam r e s relas reversas. Prove que as relas concorrentes com s, 
paralelas a r, são coplanares. 


3.17) As retas r, s e t são reversas duas a duas. Construa a reta x !' t, que seja 
concorente comres. 


318) Asretas r, s e t são reversas duas a duas, Construa uma reta concorrente 
com as três. 


3.49) São dadas as retas reversas res. O ponto À está situado de tal modo que 
ele e qualquer das duas retas determinam um plano que não é paralelo à 
outra reta (veja o exercício 3.10, 3º caso). É possível, assim, conduzir por À 
uma reta concorrente com re s. Prove que essa reta é única. 


4- PLANOS PARALELOS ENTRE SI 


Definição Da 


Dois planos q e À são paralelos entre si se 
a sua interseção é vazia! 


antas 


Indicamos « df [à (ou [5H cx). 
Em simbolos: 


qtBounh= 


A existência de planos paralelos entre si é garantida pelo teorema que é 
demonstrado no exercício 3.20, a seguir. 


SQ 


Exercícios Resolvidos 


3.20) Demonstre que existem planos paralelos entre si 


3.21) 


Solução 


Vamos considerar um plano q qualquer e construir um outro plano f3 tal que 
anp=io. 


Construção 


Dado o plano «, tomemos o ponto A e qe / B a, 
o ponto B « a. Vamos conduzir por A duas 
retas r e s. ambas contidas em a. Em /) «4 b/ 


seguida, construímos por Basretasa//r e 


b/!s (a existência destas retas é garantida r 
pelo postulado das paralelas, P7). 
Seja então B = pi (a, b). Para este plano, A 


tem-seanp=0 Zu. = 
Prova 
E claro que aliuebhia Seaegr 4x 


tivessem um ponto em comum, a sua 
interseção seria uma reta x = « n |) Nesse 
caso, teriamos necessariamente a / x e 
b // x (veja o exercicio 3.1), o que é 
absurdo, devido ao postulado das 
paralelas, P7. Assim, os plano a e f não 
podem ter um ponto em comum, isto é, 
a ff 3. 


Nota: O teorema demonstrado acima pode ser também enunciado assim: 


“Sendo dados dois planos, se um deles contém duas retas concorrentes, 
respectivamente paralelas a duas retas concorrentes do outro, então os dois 
planos são paralelos entre si." 


ou ainda assim: 
“Para que um plano ) seja paralelo ao plano «, é suficiente que [ contenha 
duas retas concorrentes. paralelas ao plano «.” 


Teorema T9 — Demonstre que se dois planos 

ae) são paralelos entre si e o plano y 

intercepta « segundo a reta r e [3 segundo a Ao Cdl 
retas, então r //s. 


Solução 


s 
Não pode haver ponto comum a res, pois Aa / 
3 r 


um tal ponto seria comum aos planos « e [3 
que são paralelos entre si. Logo rns=De 
como estas duas retas são coplanares (contidas em y). segue quer f' s. 
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3.22) 


3.23) 
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Prove que se os planos « e |) são paralelos entre si, então toda reta de um 
deles é paralela ao outro. 


Solução 


Suponhamos que a reta r c [3 tem o ponto P em comum com o plano a. Se 
isso acontecesse, esse ponto P pertenceria aos planos « e B, o que é 
absurdo, pois «u !/ (3. Sendo assim, a reta r não pode ter ponto em comum 


coma, istoé,riia. 
a A 
: “Ne / 
4 as é 
SA 
( 


Nota: Decorre deste teorema que, sendo «a !! |, se tomarmos sobre [3 duas 
retas concorrentes, ambas serão paralelas a «, o que nos autoriza escrever: 


“Para que um plano ) seja paralelo ao plano q, é necessário que B 
contenha duas retas concorrentes, paralelas ao plano a.” 


Unindo, então, este enunciado aquele do exercicio 3.20, obtemos o teorema 
Tio. 


Teorema T1O 


Uma condição necessária e suficiente para que um plano f seja paralelo 


ao plano « é que |) contenha duas retas concorrentes, paralelas ao «. 


são dados o plano « e o ponto À e a. Prove que o plano B // « conduzido 
por À é único 


Solução 


Vamos admitir que por A existam os planos 
distintos B e B', paralelos a a, e provemos que 
essa suposição conduz a um absurdo. 

Então. supondo  « |, sejar=Bnp. É claro 
que r!! wu (veja o exercício 3.22). Vamos 
construir uma reta s contida em u que não 
seja paralela a r. Para isso, por um ponto 
3 e u tomamos r // r. Qualquer outra reta de « 
concorrente com r' não será paralela à reta r. 
Obtemos assim a reta s. 


RA 


Nesta condições, o plano y = pl (s, A) não contém a reta r. De fato se fosse 
rc y, teriamos y = pl (r. B) e nesse caso r c y, o que só seria verdade se 
fossey=a 

Ora, O plano y intercepta segundo a 
reta a e [3 segundo a reta a'. Estas duas 
retas são concorrentes em A e distintas 
de r (pois r «x 7). Isto signífica que 
B=pl(an e f'=pl(a',r). 


Mas pelo teorema T9 (do exercício 3.21), temos a //sea' / s, donde a = a 
(pelo postulado das paralelas, P7). Portanto, 


B=pl(an=pl(a,N)=B 
e resulta a unicidade. 


Nota: Unindo-se os enunciados dos teoremas dos exercícios 3.20 e 323, 
obtemos o teorema 711 


Teorema T11 


Por um ponto fora de um plano passa um único plano paralelo ao plano 
dado. 


3.5 -- POSIÇÕES RELATIVAS DE DOIS PLANOS 


Vamos agora resumir as diversas posições relativas de dois planos « e ). 


1) Planos coincidentes 
Neste caso, « e [! são o mesmo 
plano. 
2) Planos distintos (a = B): 
a) paralelos 
ai!B 
Neste caso, 


unç=8 
b) secantes 
Neste caso, 

amnp=r 


Exercicios Resolvidos 


3.24) Teorema T12 - Sejama, B e y três planos distintos. Prove que se a /!/ e 
31! y então a fly. 


Solução 


A demonstração é uma aplicação imediata do teorema T11. Se existisse um 
ponto À comum a u € a y, por esse ponto estariam passando dois planos 
distintos, paralelos ao plano [3, o que é absurdo. Sendo assim, tem-se 
uny=QB,isto é, u//y. 


325) São dados dois planos, « e |, paralelos entre si, e uma reta r que fura « no 
ponto A. Prove que r também fura o plano f3. 


bl 
Solução Sa A 
a a 


Mostremos que a reta r não pode estar contida 


o E A 


em |) e também não pode ser paralela a [3. = -s 
Sendo assim, por exclusão, teremos que r fura 4 a 


==> 


o 


a) r não pode estar contida em [3, pois, se assim fosse, o ponto A seria 
comum a «u ea |), que são paralelos entre si. 
b) r não pode ser paralela a |. De fato, se fosse r // |3, existiria em |) uma 


reta r !!r, a qual seria por sua vez paralela ao plano «. Poderíamos, 
então, aplicar o teorema T7: 


Aer 
o que é absurdo, pois r fura a. 


3.26) Sao dados dois planos, « e |3, paralelos entre si e um terceiro plano y que 


cora u segundo a reta r = « my. Prove que y corta |) segundo uma reta 
s=Bny. 
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Solução 


Se devemos provar que [' e; são secantes, basta 
provar que esses dois planos são distintos e têm 


r 
um ponto em comum. 
a)B =y- De fato, se fosse ) = y, o plano y deveria 


ser paralelo a «, o que não é verdade. 
b) Bey têm um ponto em comum. Para prová-lo. 
vamos construir tal ponto. 


Tomemos em y a reta s, concorrente com r. Então. s é também concorrente 
com o plano a, pois se ela estivesse contida em «cr, teriamos qu = y. 
Aplicando, então, o teorema do exercicio 3 25, concluimos que s fura B em 
um ponto A O ponto A é, portanto, comum a Pe y. 


Outro modo 
Para provar que /) e y são secantes, podemos provar que são distintos e que 
não são paraleios. Como no item a já provamos que f) = y, resta provar que 


c) Bey não são paralelos De fato, se  /! y, teriamos dois planos « e y 
passando por um mesmo ponto (qualquer ponto da reta r) e paralelos a 
um mesmo plano 3. Isto contraria o teorema T11 


3.6 —- NOVO RESUMO 
Continuemos o resumo anterior, com as principais definições e propriedades 
vistas até agora. 
Definição 
D9 Dois planos são paralelos entre si se a sua interseção é vazia. 


Teorema 


Ts Se dois planos « e ) são paralelos entre si e o plano y Intercepta « segundo 
aretare )) segundo aretas, entãor /'s. 


Tio Uma condição necessária e suficiente para que um plano ) seja paralelo ao 
plano a é que f) contenha duas retas concorrentes, paralelas ao plano «r. 

T11 Por um ponto fora de um plano passa um único piano paralelo ao plano 
dado. 


T1i2 Sejama,B ey três planos distintos. Seu! ef /y. então a |! y. 


Exercícios Propostos 


3.27) Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 


a) Se dois planos são paralelos, então um deles contêm uma reta paralela 
ao outro. 
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3.28) 


3.29) 


3.30) 


3.31) 
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b) Se um plano contém uma reta paralela a outro, os dois planos são 
paralelos entre si. 


ci Se dois planos são paralelos entre Si, uma reta de um deles é paralela a 
qualquer reta de outro. 


d) Num plano toma-se uma reta e em outro um plano, paralelo ao primeiro, 
toma-se uma segunda reta. Essas duas retas são reversas ou paralelas. 

e; Duas retas paralelas a Um mesmo plano são paralelas entre si. 

f; Dois planos paralelos a uma mesma reta são paralelos entre si. 

g) Um plano que contém duas retas distintas, paralelas a outro plano, é 
paralelo a este, 

h) Duas retas concorrentes, paralelas a um plano e, determinam um plano 
| paralelo a «. 


ij Se dois planos são paralelos, então toda reta que é paralela a um é 
paralela ou está contida nó outro. 


j) Se dois planos são paralelos, toda reta que tem um pontó em comum 
com um deles fura o outro. 


k) Se dois planos são paralelos, toda reta que fura um deles fura também o 
outro. 


| Se dois planos, u e |), são paralelos e um terceiro plano y intercepta « 
segundo a reta re || segundoaretas, então ris, 
m) Sevitfepiyenão u=youady. 


n) Se dois planos são secantes, toda reta de um deles, que é paralela ao 
outro, é paralela à interseção de dois planos. 


0) Se dois planos distintos são paraletos a uma mesma reta r, eles são 
paralelos entre Si ou sua interseção e uma reta paralela a r. 


Demonstre quesentileriw entãorc BP ourifp. 


Sejaemr=aenber=wnpBSeagla e frp, 
prove que r/!r. 


São dadas duas retas reversas. Prove que existem dois planos, e somente 
dois, contendo cada uma das duas retas e sendo paralelos entre si, 


Ê 
A reta r fura o plano «. Sendo dado o ponto P " 


lora de q e de r, construa por P uma reta paralela E , 
awe concorrente com r Fd ” / 


3.32) Dados um plano a, um ponto A e «a e um ponto P qualquer, chama-se 
perspectiva de P sobre « a interseção de P' da reta AP com o plano 
q APnas(P) 
Onde se situam os pontos que não possuem perspectiva? 


Rg, 
E GA 


nm" 


3.33) São dados dois pontos A e B e duas retas reversas a e b que não passam 
pelos pontos dados. Construa duas retas paralelas entre st, uma por À, 
concorrente com a e a outra por B, concorrente com b. 


Dr 


Exercicios Suplementares 


11) 


1.3) 


1.4) 


1,9) 


16) 


1.2) 


5) 


1.9) 


1,40) 


111) 


1112) 


1.13) 
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Prove que uma reta que é concorrente com duas retas paralelas está 
contida no plano destas duas. 


Duas retas (re 5) distintas se interceptam no ponto P. Prove que toda reta 
que é concorrente com ambas, e não passa por P, está contida no plano 
pl rs). 


Determine quantos planos podem ser tomados por: 

aj um ponto, 

bj dois pontos; 

e) três pontos não alinhados; 

d) quatro pontos, dos quais três quaisquer não estão alinhados 


Quatro retas são conduzidas par um ponto do espaço. Quantos planos ficam 
determinados por essas retas? (Considere os casos possiveis.) 


São dados dois planos secantes, « e |), que se interceptam segundo a reta 
r. Sobre q lomam-se às pontos À e Be sobre | toma-se o ponto €, todos 
fora da reta r. Construa a interseção de | com pl(A, B, C) 


Dados um plano « e uma reta r não contida nele, construa a interseção de r 
com ir. 


Dados um plano a e três pontos (A. B e C) não alinhados, fora de «, 
construa a nlerseção de e como pliA BC) 


Dados. em um plano «, os pontos & e Be. fora de e, o ponto C, considere 
os pontos De AC e Ee BC distintos de A Be C. Construa a interseção 
de DÊ como planQ es. 


As retas re s são paralelas entre si e furam o plano « nós pontos Ae B, 
respectivamente. Determine q m pl(r, s). 


Sejam um plano « e uma reta r que fura «. Construa uma reta contida em « 
& concorrente com r. 


Sobre um plano «, sejam três pontos (A, B e C) não alinhados e, fora de vu, 
seja o ponto D Considere os pontos Ec AD eFe pl (BC, D). distintos de 
AB Ce D Construa a interseção da reta EF como plano e 


Duas retas, res, distintas são interceptadas por uma terceira, t. Quantos 
planos ficam determinados por essas retas? 


Dadas duas retas, r e s, concorrentes, que posição pode ler a rela r com 
relação a uma reta t paralela a s? 


114) 


115) 


116) 


117) 


1.18) 


19) 


| 20) 


121) 


122) 


1.23) 


124) 


1.25) 


126) 


1.27) 


1.28) 


129) 


1.30) 


Dadas duas retas, re s, concorrentes, que posição pode ter a reta Fr com 
relação a uma reta t concorrente com s? 


Dadas duas retas concorrentes, re s, que posição pode ter a reta r com 
relação a uma reta ft reversa à reta s? 


Dadas duas retas re s paralelas, que posição pode ter a rela r com relação 
a uma reta 1 paralela a s*? 


Dadas duas retas re s paralelas. que posição pode ter a reta r com relação 
a uma reta t concorrente com s? 


Dadas duas retas re s paralelas, que posição pode ter a reta r com relação 
a uma reta t reversa à reta s” 


Dadas duas retas Fr E 5 reversas, que posição pode ter a reta r com relação 
a uma reta t paralela a 5”? 


Dadas duas retas re s reversas, que posição pode ler à reia r com relação 
a uma rela t concorrente com s? 


Dadas duas retas re s reversas, que posição pode ter a reta r com relação 
a uma rela ft reversa à reta ss” 


Dadas dez retas, duas a duas concorrentes, demonstre que todas passam 
por um mesmo ponto ou são todas coplanares 


Mostre que se uma figura é tal que qualquer conjunto de quatro pontos é 
coplanar, então essa figura é plana. 


Mostre que todas as retas que passam por um mesmo ponto e são paralelas 
a um mesma plano estão contidas em um plano. 


Uma reta r e um plana x são paralelos. Qual é a posição da reta r com 
relação a uma reta contida em «? 


Uma reta r e um plano wu são paralelos. Qual é a posição da reta r com 
relação a uma reta que fura q? 


Uma reta re um plano « são paralelos. Qual & a posição da reta r com 
relação a uma reta paralela & 0º? 


Uma reta r fura um plano q. Qual é a posição da reta r com relação a uma 
reta contida em o? 


Uma reta r e um plano a são paralelos. Qual é a posição do planá « com 
relação a uma reta contida com rº? 


Uma reta r & um plano « são paralelos. Qual € a posição dao plano u com 
relação a uma reta reversa à reta Fr? 


o9 


East 


132) 


133) 


1,34) 


135) 
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Uma reta re um plano « são paralelos Qual é a posição do plano « com 
relação a uma reta paralela a 1? 


Sejam « e B planos secantes. Prove que serc a, Sc feris, então uma 
das duas retas é paralela à interseção de a é fl. 


Dados o ponto A no plano «; e o ponto B no plano 3, sendo q e |) secantes, 


construa por esses pontos retas contidas em um plano dado e paralelo ao 
outro. 


Dados um plano a e uma reta r paralelos, construa por À e «u uma reta 
paralela a r. 


Uma reta r fura um plano q. Construa, por um ponto A fora de «, uma reta 
paralela a 1 e concorrente com r. 


Capítulo 4 — Postulados da separação. 
Segmento, ângulo e triângulo 


Capítulo 5 — Congruência e medida de 
segmentos e ângulos 


Capítulo 6 — Congruência de triângulos. 
Poligonos convexos 


itul 
SaBlio | Postulados da 


4 separação. Segmento, 
ângulo e triângulo 


4.1 - O CONCEITO PRIMITIVO DE “ESTAR ENTRE” 


Na figura (a) temos uma situação na qual o A (5) 
ponto B está entre Ae C. No caso (b) Cestâáentre 1 
AeB.enocaso (c) AestáentreBeC 

Quando dizemos que um dado ponto está Cc 
entre dois outros, esperamos que as pessoas 
entendam que falamos de uma situação parecida B 
com essas representadas acima. Em outras 
palavras, quando dizemos que o ponto € está entre K + (b) (c) 
A e B, deixamos subentendido que A, Be € são 
três pontos distintos, todos situados sobre uma mesma reta e ainda que eles se 
sucedem numa “ordem” tal que o ponto C é mencionado “depois de A" e “antes de 
B” (ou, também, “depois de Bº e “antes de A”. 


6] 
O) 


Estar entre é um conceito primitivo. 


4.2 - SEGMENTO 


Definição D10 


Dados dois pontos A e B, chama-se segmento a figura constituida pelos pontos 


A e Be também por todos os pontos que estão entre A e B. 
Os pontos A e B são chamados extremidades do segmento. 


ape Indicamos o segmento pela notação AB (ou 
BA). A 


.s 
asc A definição de segmento AB, em simbolos, fica pre cenibEsi NES nas 
assim: 


es 
AB=(A, BJU(P|P está entre A e B) 


É claro que o seguimento AB é um subconjunto da reta AB, isto é, 
—s —— 
AB c AB. Excluidas as extremidades, os demais pontos do segmento formam o 
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seu interior Os pontos da reta AB que não pertencem ao segmento formam o 
seu exterior (em relação à reta). 


segmento AB | 


. “ 
“* exlremidades 


MR. s 
“ interior 4 


Relação de paralelismo 


Se a reta AB é paralela a alguma outra figura (uma reta, um plano), 
podemos estender esta relação ao segmento AB Temos então as noções de 
segmento paralelo a uma reta, segmento paralelo a um plano e mesmo segmentos 
paralelos entre si. Nessas situações estaremos sempre pensando nas retas que 
contêm cada segmento. 


Segmento nulo 


Note que a definição D10 não exige que os pontos A e B sejam distintos. No 
“aso em que A = B, é claro que não existe ponto algum entre A e B, isto é, 


(PlPestâentreAeBl=9 


assim, fa 
AB=(A,B)uD=(A Bj=(A) 


Em outras palavras, a figura constituida por um único ponto À é considerada 
também como um segmento, de extremidades coincidentes: AA. Um segmento 
assim é chamado segmento nulo 


4.3 - CONJUNTOS CONVEXOS 


O É 
M€ 
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Em linguagem comum, um objeto é considerado 


convexo” se a sua superfície ou contorno não tem 
qualquer parte “afundada para dentro” e também se ele 
não é “oco”. As figuras (a) e (b) são convexas. Note que 
é indicado um segmento contido em cada figura A 


característica da figura convexa é que todo segmento 
cujas extremidades pertençam à figura está contido 
nela. As figuras (c) e (d) não são convexas. Note que em 
cada uma delas é possível encontrar um segmento cujas 
extremidades pertencem à figura, mas sem que ele 
esteja inteiramente contido nela. 


Definição D11 


Uma figura IF qualquer é um conjunto convexo se todo segmento AB cujas 
extremidades A e B pertencem a IF está contido em FF. 
Em simbolos, IF é um conjunto convexo se 


AcbeBed5 AB - O 


Nota: Por convenção, dizemos também que o conjunto vazio é convexo. 


Exemplos 
E ' f 
1) Toda reta r é um conjunto -——-— > —  +——— 
convexo. A 5 


2) Todo plano « é um conjunto convexo. AS 
€« Rua 


3) Todo segmento PQ é um conjunto 
convexo. E 


x 
O 


4) Um circulo é um conjunto convexo. A 


5) Uma coroa circular não é um conjunto convexo. A 
o 
B 


6) A figura constituida por um único ponto é um 
conjunto convexo. Neste caso, as extremidades do A 
segmento AB coincidem com o único ponto da 
figura Trata-se de um segmento nulo. 


7) O espaço é um conjunto convexo. 


4.4 —- POSTULADOS DA SEPARAÇÃO 


Veremos agora três novos postulados, que estabelecem a forma pela qual 
uma reta pode ser separada em semi-retas, o plano em semipianos e os espaços 
em semi-espaços. 
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Postulado PS 


Se A e r então O ponto A separa essa reta 7 em três subconjuntos, rm dos quais 


& (Ah Os outros dois, " e rr”, são chamados semi-retas abertas e apresentam as 
seguintes caracteristicas, 


1jAÃerÃheternre=a 
er er são conjuntos convexos. 
3º) Todo segmento PÁ, comPereQercontémA (Ae PO). 


P Q 
[0 [Vl — GP + 
semi-reta aberla r semi-reta aberta 1º 


O ponto À chama-se origem de cada uma das duas semi-retas abertas (e 
não pertence a elas) 


A semi-reta aberta de origem À, que contém É P, pode ser indicada por ÀP e 
aquela que contém Q, por AQ. às semi-retas ap e AQ são chamadas opostas. 


Dei + Dm 
representação grafica de 
uma semi-reta aberta 


38 O ponto À (origem) for acrescentado a cada uma das semi-retas abertas, 
obieremos duas semi-retas fechadas. Fica convencionado que se dissermos 
simplesmente semi-reta, ela é aberta. 

= ["—— 5 Aa D+ 


semi-reta (fechada) AP semi-reta (fechada) AQ 


Assim, é fácil entender que 


dd .—s 
AP=APuix|Pestáentre A e X) 
e 


o La 
semi-reta AP = semi-reta fechada AP — (A) 


ojos 


Postulado P12 


Serc«, então a reta r separa o plano a em três subconjuntos, um dos quais é a 
própria reta r, os outros, u' e a", são chamados semiplanos abertos e 
apresentam as seguintes características: 


Prenus=ina'=ana!=o 
2º) wu e q” são conjuntos convexos. 


ss 
3º) Todo segmento BC com Be w' e C « q“ corta r, isto é, tem um único ponto 
em comum com r. 


A reta r chama-se origem de cada um dos dois semiplanos abertos (e não 
está contida neles). 


Se a reta r (origem) for unida a cada um dos semiplanos abertos, obteremos 
dois semiplanos fechados. Chamaremos simplesmente de semiplanos aqueles 
que são abertos. 


semiplano (fechado) (r, P) 


O semiplano de origem r, que contém B, pode ser indicado por semipl (r. B) 
e aquele que contém C, por semipl (r, C). Os semiplanos (r. B) e (r, C) são 
opostos 
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Postulados P13 


Um plano « determina no espaço dois subconjuntos E' e E", chamados semi- 
espaços abertos, com as seguintes caracteristicas: 


1)unE=zanEt=EnE'=g 
2º) E' e E" são conjuntos convexos. 


eo 
3º) Todo segmento BC, com Be E' e C e E", fura «, isto é, tem um único ponto 
em comum com a. 


O plano « chama-se origem de cada um dos dois semi-espaços abertos (e 
não está contido neles). 

O semi-espaço aberto de origem «, que contém B, pode ser indicado por 
semi-espaço aberto (x, B) e aquele que contém C, por semi-espaço aberto 
(ex, C). Os semi-espaço (mx, B) e (e, C) são opostos 

Se o plano u (origem) for unido a cada um dos semi-espaços abertos, 
obteremos dois semi-espaços fechados. Chamaremos simplesmente de semi- 
espaços aqueles que são abertos. 


Exercícios Resolvidos 


4.1) Mostre que a união de duas semi-retas abertas apostas não é um conjunto 
convexo. 


Solução 
o os» 
Sejam AP e AQ duas semi-retas abertas A a 


de origem À. ambas contidas na mesma P Q 

reta re opostas uma da outra. À figura IF, formada pela união dessas duas 
semi-retas abertas, não é um conjunto convexo. Basta notar que O 
segmento PÔ, cujas extremidades pertencem a FF, não está contido em FF, 
pois o ponto A não pertence a qualquer das duas semi-retas abertas. 


Nota: O exercicio 4.1 mostrou que nem sempre a união de conjuntos 
convexos é convexa. 
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4.2) 


4.3) 


4.4) 


Mostre que a interseção de dois conjuntos convexos é também um conjunto 
convexo. 


Solução 
Sejam F,e F; conjuntos convexose F= Fin F.. 


Se F=9, então F é um conjunto convexo, por convenção. 
Se F =, tomemos À e F eB e F e provemos que AB c F. Temos 


AeceF>AcefF,e AcefF; e BeF>BefF, e Beef, 
Mas, sendo FF, e IF; conjuntos convexos, tem-se AB c F; e AB c Fo. logo 


AB c R=RnF: 


Mostre que a figura formada por dois pontos distintos não é um conjunto 
convexo 


Solução A 


SejamAzBe F=(A, B). Tomando-se o ponto P p 
no interior do segmento AB, tem-se que P = Ae 
PB. logo Pe F. Assim, ABg F. B 


SeAe Le B e r, prove que a semi-reta 
aberta AB está contida no semiplano 
aberto (r: B). 


Solução 


Tomemos um ponto P pertencente à 
semi-reta aberta AB e provemos que 
esse ponto pertence ao semiplano 
aberto (r, B). Para isto, devemos provar 
que P e re que P também não pertence 
ao semiplano aberto oposto a (r, B). sé 
Para facilitar, indiquemos por s' a semi-reta aberta AB, por u' o semiplano 
aberto (r, B) e por a” o semiplano aberto oposto a (r, B). 

Note que as retas re AB estão contidas no pl (r. B) e são concorrentes em 
A EclaroqueP ecAB eP=A Logo, Per. 

Só resta provar que P e q”. Note que, sendo s' um conjunto convexo, tem- 
se PB c s. Se pertencesse q”, então PB cortaria rem A: À E PB. Mas isto 
acarretaria que A e s', o que é absurdo. 

Poranto, Pew, istoé,s'ca'. 
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4.5 — ÂNGULO 


Consideremos a figura formada pela união de 
duas semi-retas fechadas distintas e de mesma 
origem. as semi-retas AB e AC Tal figura separa o 
plano que a contém em três subconjuntos, um dos 
quais é a própria união das duas semi-retas; dos A 
outros dois, um é um conjunto convexo e o outro B 
não é convexo. À partir desta situação nasce a ideia de ângulo, que passaremos a 
definir com alguma precisão. 

.. .- 

Com relação às semiretas dadas AB e AC, 
vamos indicar por (AB, C) o semiplano 
fechado que contém C e tem origem na reta 
AB. Da mesma forma, indicaremos por (AC, 
B) o semiplano fechado que contém B e tem 
origem na reta AC 

A interseção desses dois semiplanos fechados 
recebe o nome de ângulo. Indicamos o ângulo 
pela notação BAC (ou CAB, indiferentemente). 
Podemos também indicá-lo simplesmente por À, 
sempre que não houver dúvida sobre quais 
sejam as semi-retas consideradas Podemos 
escrever. 


C 


BÃC = (AB, C)A(AC, B) 


(semiplanos fechados) 


É claro que todo ângulo é uma figura plana. O ponto A chama-se vértice 
e as semi-retas AB e AC são os lados do ângulo. 


Interior do ângulo. Exterior do ângulo 


Se do ângulo BÃC forem excluídos as pontos E 
pertencentes às semi-retas AB e AC, o conjunto Co” 
obtido recebe o nome de interior do ângulo BÃC É é 
fácil ver que o interior do ângulo BÁC é a interseção ” lBridE 
dos semiplanos abertos (AB, C)e (AC, B). A tsitenesencereconamenmseenenena si» 


Interior do ângulo BÃC = (AB, C)n (AC, B) 


(semiplanos abertos) 


70 


Podemos ainda definir. 


Exterior do ângulo BÃC 


(em relação ao plano do ângulo) é o 
conjunto de todos os pontos desse 
plano, que não pertencem ao ângulo. 


exterior,” 
sá B 


Caso do ângulo raso 


o 
Se as semi-retas AB e AC são opostas, 

então o ângulo BÃC é definido como sendo um 

dos semiplanos (fechados) determinados pela 

reta AB no plano considerado. É claro que a o A B 

notação BÃC é insuficiente, neste caso, para especificar qual dos dois semiplanos 

está sendo mencionado. Na prática é sempre necessário dar um elemento 

qualquer que identifique o semiplano a que desejamos nos referir. 


4.6 - TRIÂNGULO A 


Consideremos a figura formada pela união de 
três segmentos AB, AC e BC, cujas extremidades A, 
Be €C sejam pontos não colineares. 
Esta figura, que pode ser chamada de 8B 
poligonal triangular, separa o plano que a A 
contém em três subconjuntos, um dos quais é a 
própria poligonal; dos outros dois, um é um 
conjunto convexo, e o outro não é convexo. A 
partir desta situação surge a ideia de triângulo, 
que passaremos a definir. 8 Cc 
Vamos indicar por (BC, A) o semiptano 
fechado que contém A e tem origem na reta 
BC. Da mesma forma, podemos considerar os 


semiplanos fechados (AC, B)e (AB, C). 

A interseção desses três semiplanos 
fechados recebe o nome de triângulo. 
indicamos o triângulo pela notação AABC (ou 
ABAC, ACAB, etc., indiferentemente). Assim, 
para À, Be C não colineares, tem-se 


wi 


é 


AABC = (BC, AJn(ÃC, BIN(AB C) 
(semiplanos fechados) 


É claro que todo VET é uma figura plana Os pontos A, Be C são os 
vértices e os segmentos AB BÊ são os lados do 4 ABC. 


Interior e exterior do triângulo 


Se do triângulo forem excluidos os pontos pertencentes aos lados, O 
conjunto obtido recebe o nome de interior do triângulo. E fácil ver que o interior 
do triângulo A ABC é a interseção dos semiplanos abertos (BC, A), (AC, B) e 
(AB, O). 


Interior do AABC = (BC, A) (AC, BINn(AB, C) 


tsemiplanos abertos) 


Definimos também: 


Exterior do triângulo A ABC (em relação ao plano do triângulo) é o conjunto de 
todos os pontos desse plano, que não pertencem ao triângulo. 


7 - ÂNGULOS DO TRIÂNGULO 


Dado o A ABC, ficam determinados vários 
ângulos, através de seus vértices e das retas 
suportes de seus lados. Com as semi-retas BA e 
BC, por exemplo, obtemos o ângulo ABC, que é 
chamado ângulo interno relativo ao vértice B 
Do mesmo modo, obtemos os ângulos BÃC e 
ACB, que são os ângulos internos relativos 
aos vértices Ae C. 


Se considerarmos na reta BC a semi- 
reta oposta a BC, juntamente com a semi-reta 
LARA o 
BA, obteremos também um ângulo ABC', que 
é um ângulo externo relativo ao vértice B. 


Há outro ângulo externo relativo a esse 
mesmo vértice: aquele formado com a semi! reta 
oposta a BA, juntamente com a semi-reta BC. E 
o ângulo A BC. 


ua 


Do mesmo modo, obtemos dois ângulos externos relativos ao vértice A e 


outros dois relativos ao vértice C. 


=. 
"a 
“= A A, “es is 
EN E A f “es 
ABC: al a 
o e A E 
 evensonacacanaoonnmannenano sq = a É) = da 
= ;B Ca A Tod ABC 


Exercícios Resolvidos 


4.5) 


4.6) 


4.7) 


4.8) 


Demonstre que um ângulo é um conjunto convexo. 


Solução 


O ângulo BÃC é a interseção dos semiplanos 
(AB, C) e (AC, B). Cada semiplano é um 
conjunto de convexo. Por outro lado, sabemos 
que a interseção de conjuntos convexos é um 
conjunto convexo. Sendo assim, o ângulo B 
também é um conjunto convexo. 


Demonstre que um triângulo é um conjunto convexo. A 
Solução 


Mesmo argumento do exercicio anterior o triângulo 
ABC é a Interseção de três semiplanos, os quais são B C 
conjuntos convexos 


Dado o ângulo (não raso) BÃC, sejam P um c* 
ponto da semi-reta aberta AB e Q um ponto a 


is OZ 
da semi-reta ÃC. Demonstre que o interior do P, 
segmento PQ está contido no interior do E M 
ângulo BÃC. Ê 
dic cromado da Pp 
Solução P 


Sabemos que PQ está contido no ângulo BÃC Se M é um ponto do interior 
de PQ, devemos provar que M não pertence às semi-retas AB e AC De 
fato, se M e semi-reta AB, tem-se A M, P alinhados, o que é absurdo. pois 
Q deveria pertencer 2 semi-reta AB. Do mesmo modo, M não pode 
pertencer à semi-reta AC. Assim M pertence ao interior do ângulo BÃC. 


Demonstre que a união dos dois lados de um ângulo (não raso) não é um 
conjunto convexo. 
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4.9) 


410) 


4.11) 
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Solução 


No ângulo BÃC, tomemos o ponto P na semi- 

reta aberta AB e Q na semi-reta aberta AC. 

Como o exercicio anterior mostra, o Interior de C 
PQ está contido no interior do ângulo BÃC, 
logo o segmento PQ tem pontos que não 
pertencem às semi-retas AB ou AC, isto é, PQ á 
não está contido na união dos iados de BÃC. PB 


Prove que a poligonal triangular não é um conjunto convexo. 
Solução 


Basta tomar sobre o lado ÃB o onto P distinto 
de Ae de Be, sobre o lado BC, o ponto Q 
distinto de B e de C. Como mostrou o exercício 
anterior, O segmento PÓ tem pontos que não 
pertencem a AB nem a BC (e também não P 
pertencem a AC, poisP = Ae Q+C) Assim, 


PQ não está contido na poligonal. B O GS 


Demonstre que o exterior de um ângulo não é um conjunto convexo. 
Solução 


Dado o ângulo BÃC, se tomarmos P e Q de 
tal modo que B esteja entre Ce P,e C esteja 
entre Be OQ, então o segmento Pá, cuja as 
extremidades pertencem ao exterior do 
ângulo BÃC, não está contido nesse exterior, 
pois BC tem pontos que pertencem aos lados 


e também pontos que pertencem ao interior 
do ângulo. 


Seja AÓB um ângulo (não raso). Indigquemos por: 
a = semipl (OA, B) 
3 = semipl (OB, A) 


e por u' e [3 os semiplanos opostos a q e 
a |). A interseção u' m |' corresponde à 
figura assinalada na ilustração ao lado. 
Seja r uma reta que encontra OA em P e 
OB em Q. Mostre que essa reta não tem 
ponto em comum com q mn P, isto é, 
rotunt)= 9. 


4.12) 


Solução 

Se existisse um ponto M e rm (q m [B), as duas coisas abaixo ocorreriam 

simultaneamente: 

fa Eu 
IM eq 

entreQe Mm. 
IP ef 
IM e j 
entrePeMm. 


a) = QM cortaria a reta OA no ponto P, de tal modo que P estaria 


> BM cortaria a reta oB no ponto Q. de tal modo que Q estaria 


b) 


À ocorrência simulatânea das duas situações é um absurdo. 


Se P pertence ao interior do ângulo AÓB e Q pertence Q B 
ao exterior desse ângulo, mostre que o segmento PQ p 
corta um dos lados do ângulo. O 
A 
B 
A 


Solução 


Sejam a = semp! (OA, B). = semipl 


(OB, Ajea' e [' os semiplanos opostos 
aueaf. TemosPequnf. Quanto ao fo) 


ponto Q, vamos considerar três casos: Gnp 
1) Qe angpf' 
2)Qe q np 
3)0 ea nP' 


1º) SeQ ceunp' então PÁ corta OB num 
ponto M, e, como PQ c «q, resulta que 


e 
Me OB 


2)SeQ ea np então PÔ corta OA num 
ponto M, e, como PQ c /, resulta que 
e” 
Me OA 


3º) Se Q e qn P' então PÁ corta a reta OA num ponto Me a reta OB 
num ponto N. Devemos provar que um destes dois pontos, ao menos, 
pertence a um lado do ângulo. 


SeM ep eNea, então a reta MN 
não poderia ter ponto em comum com 
am p (vejao exercício 4.11), o que é 


absurdo, pois P e MN ePeangBá. Q 
Logo, ouM e p fisto é, M e OA) ouNea (istoé Ne OB). 


Ro 


413) 


414) 
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Seja o ângulo AÓB (não raso) e tomemos eder P B 
no seu interior Prove que a semi-reta está (=) 
contida no interior do ângulo AOB. 


O À 


Solução 


Sendo a = semipl (OA, B) e ) = semipl (OB, A). temos P e am p. Vamos 
aplicar aqui o resultado do exercicio 4.4: 


+ 
Peo>OPca 


o 
o» >0Pcangp 
Peso Orep 


Nota: Se a semi-reta ÕP estã contida no interior do ângulo AÔB, dizemos 
que a semi-reta ola está entre as semi-reta OA e OB. Podemos também 
dizer que o interior do ângulo AÓB é igual à união de todas as semi-retas 
abertas que estão entre os lados do ângulo. 


Admitamos que a reta r corta o lado OA do ângulo 
AÓB no ponto P e o OB no ponto Q. Mostre que 


rm AOB = PQ 


Solução 


a) É imediato que PQ c rn AÔB, pois rm AÓB é um conjunto convexo, e, 


sendo assim, contém todo segmento cujas extremidades pertencem a 
ele 


b) Mostremos agora que rm AÓB c PÓ. Para r (8) 


isso, seja M e rm AOB e provemos que M e B 
PQ. SeMzPeM=Q,sónátrês casos M 

possiveis: MA () 
1º) PestáenteQeM o > 


2) Qestáentre Me p. Pa 
M 


3)MestâentrePe Q. 


Mas no 1º caso o segmento QM cortaria a reta OA, o que significa que M 


pertenceria ao semiplano u' opostos ao semiplano «u = semip! (OA, B). Então 
M não pertenceria a AÓÔB, o que é absurdo. 


No 2º caso o segmento PM cortaria a reta OB eM pertenceria a [3', não 
podendo portanto pertencer a AÓB, 


Assim, por exclusão, resta o 3º caso, que significa que M está no interior de 
Me PQ 


Observe que se M = P ou M = Q a tese é imediata. 


4.15) 


4.16) 


São opostas as semir -retas ÕA A ÕA. ôB eo 
C está entre OA e OB, então ÕC, está entre 


nt 


Solução 
Indiquemos por: 
a = semipl (OA, B) 


B = semipl (OB, A) 


e por «' e f” os semiplanos opostos 
correspondentes. 

Devemos provar que de: cam p'. Seja 
Me OC. É claro que M e « n & (pois se 
Me ac P então M pertenceria à semi- 
reta 60) 

SeM e am P, então o segmento Me 
estaria contido em a e cortaria a reta 


OB em um ponto Q = O, o que é 
absurdo Da mesma forma, M e a'n Pp. 
Assim, por exclusão, conclui-se que 
Meantp. 


Sendo assim: em 
OU cwnp 


oe os 
isto é OC' está entre OA' e ôB. 


Seja ÔC uma semi. -reta situada entre as Q Cc 
semi-retas OA e ÓB, como na figura ao 
lado. Mostre que todo segmento PQ, 
com PeÔÃeQe corta a semi-reta 
ÕC. 


Solução 


Seja (M) = PQNOC, Como a reta PQ não tem ponto em à n | (veja 
exercicio 4.11), é claro que, M e ÔE. Logo, M pertence ao interior do ângulo 
AÓB. Sendo assim, M e PQ. Portanto, (M) = PÔ A õe. 
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Exercícios Propostos 


4.17) Indique quais das figuras representadas abaixo são conjuntos convexos. 


ASOS 


(c) (d) (e) 


Ta (O) A E 


(9) (h) (1) 0) 


4.18) Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 


4.19) 
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a) 
D) 
c) 


d) 


Uma reta é um conjunto convexo. 
Uma figura formada por três pontos distintos é um conjunto convexo. 


Se retirarmos de um plano todos os ponto de uma reta, os pontos 
remanescentes formarão um conjunto convexo. 


Se uma figura contém todos os pontos de um dado segmento ÃB, então 
essa figura é um conjunto convexo. 


A interseção de conjuntos convexos é sempre um conjunto convexo 
A união de conjuntos convexos é sempre um conjunto convexo. 

O exterior de um triângulo não é um conjunto convexo. 

Uma semi-reta separa um plano que a contém em dois semiplanos. 
Uma reta separa todo plano que a contém em dois semiplanos. 


Um segmento separa um plano que o contém em dois semiplanos. 
Todo semiplano fechado contém sua origem. 
Dois semiplanos são sempre coplanares. 


m) A figura representada ao lado é um ângulo 


n) 
0) 
p) 


O vértice de um ângulo pertence a esse ângulo. 
O vértice de um ângulo pertence ao interior desse ângulo. 
Para À, Be € não colineares, tem-se 


A ABC = CÂBUCBA 


q) O interior de um triângulo é a interseção dos interiores dos ângulos 


internos desse triângulo. 


-s es . 

Dois segmentos AB e CD cortam-se num ponto P interno a ambos os 
segmentos. Prove que B e D estão em um mesmo semiplano, com relação à 
reta AC. 


4.20) 


4.21) 


D B 


Uma reta r, contida no plano do A ABC, não passa por um vértice mas 
intercepta o lado AB em P. Prove que essa reta também intercepta um dos 
outros dois lados (e somente um) 


A 
Q 


No plano « tem-se o A ABC e no plano P =atem-seo A AB'C:. Asretas AB 
e A'B' cortam-se em P, as retas AC e A AC cortam-se em Q e as retas 


BC e B'C cortam-se em R. Demonstre que P. Q e R são colineares. 
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Capitulo 


Congruência e medida de 
5 segmentos e ângulos 


Ed 


5.1 — FIGURAS CONGRUENTES 


Num modo impreciso de falar, duas figuras são congruentes se é possível 
mostrar que elas “cabem exatamente uma na outra”, ou ainda que elas podem ser 
levadas a “coincidir”, dizemos também que elas são “superponíveis”, ou que elas 
têm o “mesmo tamanho e a mesma forma”, A ilustração abaixo mostra alguns 
pares de figuras congruentes. 


- a 
=> 00 


Expressões como "cabem exatamente”, "coincidem", “superponiveis”, 
“mesmo tamanho” e “mesma forma”, embora transmitam nossa ideia intuitiva de 
congruência, não são satisfatória quando desejamos uma definição rigorosa. 
Intuitivamente, sabemos que, para dois segmentos serem congruentes, eles devem 
ter o mesmo “comprimento”, para que dois ângulos sejam congruentes, as semí- 
retas que constituem o seus lados devem apresentar a mesma “abertura”. 
Entretanto, estamos usando novamente palavras imprecisas. 

A abordagem que adotaremos possibilita superar essa dificuldade 


considerando como primitivos os conceitos de congruência de segmentos e de 
congruência de ângulos 


A congruência de segmentos é um conceito primitivo. 
A congruência de ângulos é um conceito primitivo. 
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5.2 - CONGRUÉNCIA DE SEGMENTOS 


Para caracterizar devidamente a ideia de congruéncia entre segmentos, 
adotamos alguns postulados O simbolo E vai significar é congruente «x, de modo 
que escrevendo AB = feio estaremos dizendo que o segmento AB é congruente ao 
segmento fes 


Postulado P14 


O =. 
Sejam AB. CD e EF segmentos quaisquer. 


a) Propriedade reflexiva 
es 


=—o 
AB = AB (ou seja, todo segmento é congruente a simesmo) 
b) Propriogaio simétrica 
.—s 


Se AB = CD, então CD = AB (isto permite dizer que os segmentos AB e CD 
são congruentes entre si). 


c) Propriedade transitiva 


Se AB =CDeCD= Er então AB = EF (isto é, dois segmentos congruentes a 
um terceiro são congruentes entre si). 


Postulado P15 


e—s E a a baia 
Dados um segmento AB e uma semi-reta eb, existe um único ponto E e CD tal 
que AB = CÊ. 


B 


Consequentemente, é sempre possível “marcar' sobre uma reta dada um 
segmento que seja congruente a um segmento dado. 


Postulado P16: Adição e subtração de segmentos 


Dados dois segmentos AB e AB e dados os pontos €C e AB eC'e AB, valem 
as duas propriedades seguintes: 


—s = —s es. —s —s 
1º) Se AC=AC' eCB=C'B', então AB= AB. 

—s —s —s = —s ss 
2º) Se AB=A'B' eAC= AC, então CB=C'B. 


5.3 - PONTO MÉDIO. DIVISÃO EM PARTES CONGRUENTES 


Seja M um ponto pertence ao segmento 


ol. A B 

AB, tal que AM = MB Nestas condições o ponto ="... 2 

M recebe o nome de ponto médio do á A 8 

segmento AB, — pm o ———& 
Suponhamos que, sobre ÃB, são tomados Ç D E F 


quatro pontos €, D, E e F, qe modo que se tenha 


AC = CD=DE= EF. FE 


Dizemos, neste caso, que o segmento ÃB está dividido, pelos pontos 
dados, em cinco partes congruentes entre sí. Esta ideia, bastante intuitiva, 


generaliza-se imediatamente para a divisão de um segmento em duas partes 
congruentes entre si. 


5.4 - MEDIDA DE SEGMENTOS 


Uma das aplicações teóricas mais importantes da noção de congruência de 
segmentos é o conceito de medida. Vamos examinar aqui como se pode dizer 
“quanto mede um segmento” ou “qual ê o comprimento do segmento”. Medir um 
segmento é, basicamente, compará-lo com outro segmento que tenha sido fixado 
como referência, Devemos escolher, primeiramente, algum segmento (não 
nulo), como base de comparação. Este segmento recebe o nome de unidade & 


dizemos que a sua medida (ou comprimento) é 4. Indicamos med (PÓ) =1,0U 
simplesmente, PQ = 1, onde o simbolo PQ representa, de maneira simples, o 


mesmo que med (PQ), ou seja, a medida (ou comprimento) do segmento PO. ,., 


Consideremos agora o exemplo ilustrado abaixo. Sobre o segmento AB 
foram tomados os pontos CD E e F, de talmodo que 


AG a ED = DE = EP = Fê = PÁ 


Ç D E F 


Vemos, então, que AB compõe-se da união de cinço segmentos 
congruentes à unidade tou, em linguagem mais livre, a unidade cabe cinço vezes 
no segmento AB). Dizemos, por isso, que a medida de AB é 5, indicando 
med (AB) = 5 ou, simplesmente, AB = 5, 

No exemplo acima, foi possivel dividir AE em um número inteiro de partes 
congruentes a - Na maioria das vezes, a situação não será assim tão cômoda. 
Na ilustração seguinte. temos um segmento ÂB para ser medido com a unidade 

- Começamos, então, a parir de À, a marcar às 's pontos C, D, ete., de modo que 
Os segmentos AC, CD, elc., sejam congruentes a PQ. Entretanto, no final, 
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— =| —————— 
M 
A B 
= = E on 
C D E F 


o ponto F resultou ficar além da extremidade B, de tal modo que B é o ponto médio 
de EF, Neste caso, devemos usar segmentos menores que a unidade, chamados 
subunidades. Se M é o ponto médio de PÔ, então a unidade fica dividida em dois 


segmentos de medida - PM = MÔ = S Como EB = PM, podemos escrever 


AB=AC+CD+DE+EB=1+1+1+5 = = 
Mediante tal expediente, cada segmento poderá ser sempre medido com a 

unidade PQ, com o auxilio de subunidades convenientes. É importante notar que, a 

partir de agora. dispomos de um metodo para atribuir a cada segmento dado uma 

medida (ou comprimento), que será sempre um númera real não negativo. 
Para resumyr, vamos relacionar as seguintes propriedades da medida de 
segmentos. 

17) A todo segmento é possivel atribuir uma medida (ou comprimento), que é 
igual a zero para o segmento nulo e & um numeral real positivo para 
qualquer outro segmento. 

Pede Dois segmentos congruentes entre si tem a mesma medida. Reciprocamente, 
se dois segmentos tem mesma medida, eles são congruentes entre si, 

Ei Se o ponto É pertence ao segmento AB, 
então = 


med (AB) = med (AO) + med (68) 
ou, em notação simplificada: 
AB=AC+CB 


Nos próximos itens vamos estabelecer noções semelhantes, com relações & 
ângulos 


3.5 


Distância entre dois pontos 


Dados os pontos À e B. a medida do segmento AB é também chamada 
distância entre pontos Ae B, às vezes, é indicada por dzg Temos então 


das AB 
Exercícios Resolvidos 
1 | | los ABe AD. 1—— + 
&.1) Consideremos dois ssqmen os e e 8 E Db 
Os pontos B e E são internos a AD, 
estando B entre À e € Os pontos B'e € A Bº E D 


são internos a AD, estando B' entre A e 


Cc! Prove que, se AE = AP, Re = = e ED = ED. então AD E RD. 
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52) 


5.3) 


a4 


Solução 
Apliquemos duas vezes o postulado P16. 


a) Jemos os segmentos AG e To e os pontos B e ÀC e B' ec Ae Como 
AB = AB' e BC = B'C, pelo P16 concluímos que AC = Ae. 


b) Temos os segmentos ADe AD eos pónto C e AD el e AT). Como 
=AÚ e CDs CD. pelo P18 concluímos que AD = AD. 


Outro modo 


Podemos utilizar também a ideia de medida (e, em especial, as 
propriedades 2º e 3º vistas no item 5,4). Assim: 


C e AD, então, peta 3º propriedade, AD = AC + CD 


Be Ae, então, pela 3º propriedade, AC = AB + BC 
ASSIM, 


AD=AB+BC+CD (e AD =AB + EBC +CD) 
Mas, pela 2º propriedade, AB=A'B', BC=B'Ç' e CD=C'D'.logo 
AD=AB'+BC+CD=AD 
Portanto, AD = RD. 


Na figura, M & o ponto médio do segmento M = 
AB. Mostre que Oo A | B 
OM = DA T OB 


Solução 


Fela 3º propriedade, OM = OA + AM e, como M é ponto médio de AB, tem- 
se AM = . logo 


AR 
Minie 


Mas, novamente pela 3º propriedade, OB = OA + AB, donde AB = OB - OA. 
Assim, 


om - 04 + OB-CA E 


Na figura, M é o ponto médio do M 
segmento AB. Mostre que A 


om = SE-OA 


Solução 


AR = 
OM = AM - OA = 5 Op = DAHO8 op OE+OA 


5.4) Na figura M é o ponto médio ado M 
segmento AD e lem-se ainda AB = CD. 
Mostre que M é também a ponto médio do 
segmento | 


A BC D 


Solução 
BM=AM-AB=MD-CD= MG 


Exercícios Proposios 


5.5) Na figura. tem-se AB = CD Mostre que A B e do 
ÃO = BD 


5.6) Na mesma figura do exercicio antencr, tem-se AC = BD Mostre que AB « CD 


5.7) Na figura, tem-se AB = BC. Sendo Mo M N 
ponto médio de AB e No ponto médio É t : ' ERES 
de |, mostre que MN = =ê ai E ai 
5 8) Na igura, M é o ponto médio de ABeN M N 
e [= 
o de GO, Sendo àD = 92 e BC = 36, A B Fê D 


calcule MN. 


5.9) Na figura abaixo, M é o ponto médio de AB, Né o ponto médio de CDePpé 
o ponto médio de MN Se AB = 16,AC=53e AD= 101, calcule AP 
M P N 


1 +— a 
A B o D 


5.10) Na figura abaixo, M é o ponto médio de ÃE, N é o ponto médio de AC. P é 
pôónto médio de BG e Qêéo ponto médio de AP. Mostre que Q é também 
ponta médio de MN. - 


M Q N P 


5.5 — CONGRUÊNCIA DE ÂNGULOS 


A ideia de congruência entre ângulos fica devidamente caracterizada por 
meio de alguns postulados. 
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Postulado P17 


Sejam A Be 's ângulos quaisquer. 
a) Propriedade reflexiva 
À = À (ou seja, todo ângulo é congruente a simesmo) 
b) Propriedade simétrica 
Se A=B, então B=À (isto permite dizer que os ângulos À eB são 
congruentes entre si) 
c) Propriedade transitiva 
Se AÁ=B e B =0, então Á=C (isto é, dois ângulos congruentes a um 
| terceiro são congruentes entre si) 


Este postulado P17 é análogo ao P14, referente a segmentos. 


Postulado P18 


| 


Dados um ângulo não raso qualquer APB e um ângulo raso CQD, existe uma 
única semi-reta ÕE c CÓD tal que APB=CQE. 


B 
À 
dá “D 


Analogicamente ao caso já visto no P15, este postulado garante que é 
sempre possivel “marcar”, a partir de uma semi-reta fixada, um ângulo que seja 
congruente a um ângulo dado. 


Postulado P19:; Adição e subtração de ângulos 


Dados dois ângulos APB e A'PB' e dadas as semi-retas PCC APB 
e a 
P'C'c A'P'B', valem as duas propriedades seguintes: 


1º) Se APC= A'PC' e CPB=C'PB então APB=A'P'B' 
2)Se APB=A'PB' e APC=A'P'C' então CPB=C'P'B' 
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5.6 - BISSETRIZ. DIVISÃO DE UM ÂNGULO EM PARTES CONGRUENTES 


Seja PM uma semi-reta contida no ângulo APB, tal 


e . +” 
que APM= MPB. Nestas condições, a semi-reta PM recebe 
o nome de bissetriz do ângulo APB. 


E Suponhamos que, no interior do ângulo APB, 
E são tomadas três semi-retas PE, PD e PE, de modo que 
D se tenha 
o C APC = CPD = DPE = EPB 
A 


Dizemos, neste caso, que o ângulo APB está dividido em quatro partes 
congruentes entre si. Esta ideia, análoga à divisão de um segmento em partes 
congruentes, generaliza-se imediatamente para a divisão de um ângulo dado em 
um número inteiro qualquer de partes congruentes. Em particular, a bissetriz divide 
o ângulo em duas partes congruentes entre si. 


5.7 - ANGULOS SUPLEMENTARES. ÂNGULO RETO 


Ângulos Suplementares 


Sejam PBQ e MAN dois ângulos e seja AN' a semi- 
reta oposta a AN. Esta nova semi-reta define um novo 
ângulo, NAM. 


Dizemos que o ângulo PBO é 
suplementar ao ângulo MAN se 


PBQ=NAM À ” 
N A Nº 


Note que, em particular, o ângulo 
N'ÂM é suplementar ao ângulo MAN e ainda 
que a união destes dois ângulos é um ângulo 
raso. Sendo assim, dada uma reta NN, se 
tomarmos um ponto M fora dessa, reta e O 
ponto A no interior do segmento NN', a semi- 


reta AM vai determinar dois ângulos MAN e N' AM, que são suplementares um ao 
outro. Em linguagem livre, poderiamos dizer que o ângulo raso foi divido em dois 
ângulos, suplementares um ao outro. 
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Ângulo reto 


Ângulo reto é um ângulo que é congruente 


a todo ângulo que lhe é suplementar. 


Podemos construir dois ângulos retos tomando uma reta NN', um ponto À 
no mnteror do segmento NN' e o ponto M fora de NN, de tal modo que 


MAN= NAM Deste modo, o ângulo raso fica divido em dois ângulos retos. 
Vamos imaginar a seguinte propriedade. 


Todos os ângulos retos são congruentes entre si. 


5.8 —- MEDIDA DE ÂNGULOS 


A semelhança do que dissemos sobre segmentos, medir um ângulo é, 
basicamente, compará-lo com outro ângulo previamente fixado como unidade À 
rigor, qualquer ângulo (não nulo) pode ser usado com unidade. Poderiamos tomar 
como unidade o próprio ângulo reto, que é fácil de se reproduzir num desenho. 
Mas o que se faz mais costumeiramente é adotar para unidade uma subdivisão do 
ângulo reto. 

Vamos imaginar que o ângulo reto é dividido, por 
meio de semi-retas, em 90 partes congruentes entre 
si Podemos adotar uma destas subdivisões como 
unidade. A essa unidade atribuiremos a medida 1º (um 
grau), o que significa que o ângulo reto passa a ter 
medida igual 90º (90 graus), e o ângulo raso tem 
medida 180º (180 graus). 


180º 


- O ângulo XÀYy, da ilustração seguinte, mede 48º, enquanto que o ângulo 
CAB indicando mede 140º. 
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; Ta Y DOES Rica, 
Pe: : de dia “ A RAD IR no 4 . 
A E 3 - Epis PN Me gas 
io ai > y Ne a 4 
; f . 
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Utilizando a unidade (grau) estabelecida com este critério, a cada ângulo 
será atribuida uma medida (em graus), que será sempre expressa através de um 
número real não negativo. A medida de um ângulo AÓB é indicada pelo símbolo 
med (AÓB). 

A medida de ângulos tem propriedades semelhantes aquelas já vistas para 
segmentos 


12) A todo é possível atribuir uma medida (em graus) que é igual a zero para O 
ângulo nulo e é um número real positivo para qualquer outro ângulo 


2º) Dois ângulos congruentes entre si têm mesma medida Reciprocamente, se 
dois ângulos têm mesma medida, eles são congruentes entre si. 


3º) Sea semi-reta OC estã contida no ângulo AÔB, B 
então 
med (AOB) = med (AÓC) + med CÔB) ç 
o A 
Nota: Subdivisão do grau 


Um grau (1º) se divide em 60 minutos (60): 
1º = 60' 
1 grau = 60 minutos 
Um minuto (1 se subdivide em 80 segundos (60"): 
1º = 60" 
1 minuto = 60 segundos 
Assim sendo, 1º = 3 600" 


5.9 - ÂNGULOS ADJACENTES. ÂNGULOS OPOSTOS PELO VÉRTICE (OPV) 
Ângulos adjacentes 


Em muitas situações, dois ângulos podem 
A compartilhar um lado comum, tendo os outros dois 
lados em semiplanos opostos com relação a esse lado 
comum. Tais ângulos são chamados adjacentes um 
ao outro. Na ilustração ao lado, os ângulos AÓB e 
BÓC são adjacentes, pois têm em comum o lado ÕB e 
as semi-retas OA e OC encontram-se em semiplanos 
opostos com relação ao lado ÕB. Note que 


O Cc 
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AÓB a BÔC = OB 


Observe também, na mesma ilustração, que os ângulos AÓB e AÓG não 
são considerados adjacentes, pois, apesar de terem em comum O lado OA, os 
outros lados encontram-se no mesmo semiplano com relação a OA. A interseção 
desses dois é o próprio ângulo AÔB: 


AÓB a AÓC = AÔB 


Ângulos opostos pelo vértice (opv) 


Quando duas retas se interceptam, elas 


C B determinam quatro ângulos (não rasos) Por exemplo. as 
retas AB e CD. da figura ao lado, determinam os 

P ângulos APC, CPD, BPD e DPA Os ângulos 

A s APC e BPD são opostos pelo vértice (opv) Os 


ângulos CPB e DPA também são (opv) Para dar a este 
conceito uma definição precisa, escrevemos: 


Dois ânguios APC e BPD são opostos 
pelo vértice (opv) se: 
IP está entre A e B 
|[PestáentreCeD 
“u então se: 
[P está entre Ae D 
IP está entre Be c 


. 


Poderíamos dizer também que APC e BPD são opv se cada lado de um 
deles é uma semi-reta oposta a um lado do outro. 


5.10 - RETAS PERPENDICULARES 


Consideremos duas retas r e s concorrentes e observemos os 
quatros ângulos (não rasos) que elas determinam. Se um 
desses ângulos for reto, diremos que elas são retas 
perpendiculares entre si e indicaremos (indiferentemente) r 1 s 
ou s lr, para significar que r é perpendicular a s ou s é 
perpendicular a r. 

E desejável estender essa noção de “perpendicularidade” a 
segmentos e semi-retas. De um modo geral, quando utilizarmos 
expressões como “segmentos perpendiculares entre si", “segmento perpendicular a 
uma semi-reta”, “semi-retas perpendiculares entre si", etc., estaremos querendo 


dizer que as retas que contêm as figuras mencionadas são perpendiculares entre 
SI. 
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Teorema 


Seja r uma reta contida num plano «. Por um ponto A e r pode-se conduzir 
uma única reta contida em a, perpendicular à reta r 


Demonstração 


Seja AP uma das semi-retas da reta PA com 
origem no ponto A. Vamos construir a semi-reta AQ de 
tal modo que PÃO seja reto. Assim, a reta s = AQ é 
perpendicular à reta r. 

Para provar que essa reta é única imaginemos 
que a reta tz s passa também por À e é perpendicular 
ar. Seja AR a semi-reta da reta t contida no mesmo 
semiplano de origem r que contém Aa. Temos então dois ângulos PAQ e PÃR, 
ambos retos e construidos no mesmo semiplano a partir da semi-reta AP. Mas, 
pelo postulado P18, a partir da semi-reta AP pode-se construir um único ângulo 
reto no semiplano dado. Por isso, a existência dessa reta t é um absurdo. 


5.11 - ÂNGULOS COMPLEMENTARES 


Dois ângulos são complementares um ao outro se a soma de suas medidas é 
igual a 90º. 


Observemos a ilustração ao lado, onde temos 


dois ângulos, MBN e PÃQ, complementares um ao 
outro. Temos, então: 


N 


med (MBN) + med( PÃO) = 90º 


é Se construímos o ângulo reto PAR (de modo que 
AR e AQ estejam no mesmo semiplano com relação a 
AP), é fácil perceber que QAR = MBN. 

Note também que os ângulos PÃO e QÂR são 
complementares um ao outro, ou seja, a semi-reta AQ 
divide o ângulo reto em duas partes complementares. 
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5.12 — 


ÂNGULO AGUDO E ÂNGULO OBTUSO 


Um ângulo não nulo é agudo se a sua medida é menor do que 90º. 


Um ângulo é obtuso se a sua medida é maior do que 90º, mas menor do 


que 180º 


Assim, se À é agudo e B é obtuso, temos 
0º<med(A) < 90º 
90º < med(B) < 180º 


É fácil notar que se dois ângulos são suplementares um ao outro, sendo 


nenhum deles nulo, reto ou raso, então um é agudo e o outro é obtuso. (Em outras 
palavras, se um ângulo é agudo, seu suplementar é obtuso.) 


Exercícios Resolvidos 


511) 


512) 


aa 


Prove que se dois são suplementares, as suas medidas têm soma igual a 
180º. 


Solução ca 


Sejam PBQ e MAN dois ângulos dis 
suplementares. Se AN' é a semrreta P M 
oposta a AN, então tem-se PBQ = NÃM 

(pela definição de ângulos suplementares). 

Sendo assim, da 2º propriedade da medida “N A Nº 


de ângulos resulta que 
med (PBQ) = med (N'AM) 
Por outro lado, pela 3º propriedade, temos 
med (MAN) + med (N'ÂM) = med (N'ÂN) 

e como med (N'AN) = 180º (ângulo raso), vem 

med (MÂN) + med (N'ÂM) = 180" 
e finalmente, 

med (MAN) + med (PBQ) = 180º 


Prove que se dois ângulos têm soma de medidas iguais a 180º, eles são 
suplementares. 


5.13) 


5.14) 


Solução 
Sejam PBQ e MAN ângulos tais que 
med (PBQ) + med (MAN) = 180º (1) 


ad 
E] 
di : di ag e 
Tomemos a semi-reta AN", oposta à AN. 
Tem-se o ; 
A E 4 


med (N'ÂM) + med (MAN) = med (N'ÂN) = 180º (2) 
De (1) e (2) concluimos que 
med (PBQ) = med (N'ÃM) 
e então, pela 2º propriedade da medida de ângulos, 
PBQ=N'ÂM 
Assim, PBQ e MAN são suplementares. 


Prove que, se duas retas são perpendiculares, então os quatro ângulos (não 
rasos) que elas determinam são retos. 


Solução 


Observemos (para guiar o raciocinio) a figura 
ao lado, onde temos duas retas res 
perpendiculares. Da definição de retas 
perpendiculares, sabemos que um dos 
ângulos formados por r e s é reto, 


Suponhamos que APC seja reto. med (APC) = 90º Mas APC e DPA são 
suplementares, logo 


med (DPA) = 180º — med (APC) = 180º — 90º = 90º 


e, assim, DPA é reto. 
Pelo mesmo raciocinio, como BPD e DPA são suplementares, concluímos 
que BPD é reto e. analogamente, CPB também é reto. 


Prove que dois ângulos opv são congruentes. 
Solução 


Consideramos os ângulos opv e APC e 
BPD indicados na figura. Como APC e 
CPB são suplementares, temos 


med (APC) = 180º - med (CPB) 


Como BPD e CPB são suplementares. temos 
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med (BPD) = 180º — med (CPB) 
Assim, med (APC) = med (BPD) 
e portanto APC = BPD 


5.15) Na figura, À, O e B são pontos alinhados e estão indicadas as medidas dos 
quatro angulos representados. Calcule x. 


Solução 
pa Na 
x+3 


Basta escrever 
(2x) + (3x + 1º) + (4x — 3º) + (5x) = 180º 
donde 14x — 2º = 180º e assim x = 13º 


5 18) As medidas de dois ângulos opostos pelo vértice são expressas por 3x + 10º 


e 15% — 6º Determine x 
Solução 


Deve-se ter 3x + 10º = 15x — 6º, donde tiramos 12x = 18" 2 assim 
16º 


x=—— = "20 
12 


17) Determine as medidas de dois ângulos complementares, cuja diferença de 


medidas é 18º 


Solução 

Se a e b são as medidas procuradas, devemos ter 
a+b= 90º 
a-b=18º 


donde tiramos a = 54º e b= 36º, 


» 
3.18) Os pontos À, P e C da figura estão N 
alinhados, À semi-reta BM éa bissetriz 


do ângulo APB e 2 semi-reta PN Êa 


bissetriz de BPC. Prove que MPN é 
reto, 
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5.19) 


5.20) 


5.21) 


Solução 


med (MPN) = med (MPB) + med (BPN) = 


HI 


1 . a 
5 mea (APB) + 5 med (BPC) = 


H 


5 Imea (ABB) + med(BÊC)] = 


2 n80º= 90º 
2 


Pelo vértice O do ângulo AÔEB conduz-se a semi-reta Se perpendicular é a 


OB e situada no semiplano de origem OB que não contém OA Sejam ÔM 
e ON as bissetrizes dos ângulos AÔEB e AÓC, respectivamente. Calcule a 
medida do angulo MÔN. 


Solução 
med (MÔN) = med (AÔN) - med (AÔM) = 
=> med (AÓÕC) — É med (AÓB) = 


[med (AÓC) - med (AÕB) = 


med (BÔC) = > - 80º = 45º 


Os ângulos adjacentes AÓB e BÔC têm por 
) b j =» al , 
bissetrizes as semi-retas OM e ON, respectivamente 
Mostre que 


med (MÔN) = 5 [med (AÕEB) + med(BÔC)] 


Solução 
med (MÔN) = med (MÕB) + med (BÔN) = H! med (AÓB) + 5 med (BÔC) = 


— À med (AÓB) + med (BÔC)) 


as] 


Prove que se vas bissetrizes de dois ângulos adjacentes formam ângulo 
reto, então os dois ângulos são suplementares, 


Solução 
Pelo exercicio anterior, o ângulo das duas bisselrizes tem medida igual a 
med (MÔN) = : [med (AÓB) + med (BÓC)] 
Mas med (MÔN) = 80º, logo 
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med (AÓB) + med (BÔC) = 180º 
isto é, AÔB e BÔC são suplementares. 


5.22) Dado o ponto P no interior do segmento 


B 
es =. 
AD, tomam-se, fora da reta AD os pontos ii; 
Be C, situados em semiplanos opostos. 


Prove que, se APB = CPD, então os A p D 
pontos B. P e € estão alinhados (isto é, 

APB e CPD são opv) Cc 
Solução 


Como med (APB) = med (CPD). temos 
med (CPD) + med (DPB) = med (APB) + med (DPB) = med (APD) = 180º 


Logo, BPC é um ângulo raso, donde B, Pe C estão alinhados 


Exercícios Propostos 


5.23) Complete: 


D 
a) med(BAC) + med(CAD) = med (......) 
b) med(CAD) + med (DÃE) = med (.....) , c 
c) med (BAC) + med (CAE) = med (.....) 
d) med(CDE)- med (CDA) = med (.. .) B 
e) med (EFD)= 180º - med (.....) 
f) 180º - med (AFE) = med (.....) A 


5.24) Na figura são indicadas as medidas de 
seis ângulos formados por três retas 
concorrentes. Determine a, b ce d. 


5.25) Dê as medidas dos suplementos dos ângulos cujas medidas são: 
a) 35º, Db) 152º; Cc) 42º27'35". 

5.26) Dê as medidas dos complementos dos ângulos cujas medidas são: 
a) 53º. bj 2912, c) 38º42'15". 


5.27) Prove que se dois ângulos são congruentes, então os seus suplementares 


são também congruentes. 


5.28) Prove que todo ângulo reto é suplementar a si mesmo. 
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5 29) 


5.30) 


5 31) 


5.32) 


5.33) 


5.34) 


5.35) 


5.36) 


Sera 


5.38) 


sa) 


Prove que se dois ângulos não nulos são complementares, então eles são 
agudos 


À soma das medidas de dois ângulos é 56º e uma delas é igual a 3/5 da 
outra. Calcule essas medidas. 


A medida de um ângulo é o triplo da medida do seu compiemento. Quanto 
mede esse ângulo? 


Um ângulo mede 36º menos que o seu suplemento. Calcule a medida do 
complemento desse ângulo 


As medidas do suplemento e do complemento de um ângulo são uma o 
triplo da outra. Qual é a medida desse ângulo? 


As bissetrizes de dois ângulos adjacentes formam um ângulo de 60º. Um 
dos ângulo mede 37º Calcule a medida do outro. 


A semi-reta OM é a bissetriz do ângulo AÔB e a semi-reta OP está contida 
no interior de AOM. Mostre que 


med (PÔM) = 5 [med (PÓB) - med (PÕA)] 


Na figura, EB é uma reta e as semi-retas AC 
e AD são perpendiculares entre si Prove que Dá 
BÃC e DÃE são complementares. 


” 


Ed did 
AE e AB | AD. Mostre que os 
D são suplementares. 


Na figura, AC di 
ângulos BAÃE e € 


Na figura ôM e ÔN são as bissetrizes dos 
ângulos AÓB e CÔD, respectivamente. Sendo 
AÔC e BÔD ângulos retos, mostre que MÔN é 
reto. 


Com origem no ponto O AB conduzem-se 
as semi-retas OC e OD, em semiplanos = 
opostos, de tal modo que AÔC = AÔD. 
Mostre que OB é a bissetriz do ângulo COD. 


5.40) Mostre que as bissetrizes de dois ângulos opv são semi-retas opostas 


5.41) As semi-retas da figura formam três ângulos congruentes. Quanto mede 


cada um? 


5.42) A semreta ÔM é a bissetriz do ângulo BÔC e é perpendicular à reta AD. 
Mostre que os ângulos AÓB e CÓD são congruentes. 
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itulo E a 
cap Congruência de 


triângulos. Poligonos 


convexos 
6.1 — TRIÂNGULOS CONGRUENTES 
Dois triângulos ABC e POR são congruentes Cc 
entre si se é possível estabelecer uma correspondência 
entre os seus vértices de tal modo que os seus lados 
sejam dois a dois congruentes 
AB = PÔ 
AC = PR A õ 
. - mad 
BC=QR P 
e também os seus ângulos internos sejam dois a dois Q 
congruentes: 
Ã=P 
B=Q 
C=R E 


Indicamos A ABC = A PQR. 

Esta definição de congruência de triângulos reflete a noção intuitiva de que 
dois triângulos são congruentes se são “superponiveis”. E interessante notar, 
entretanto, que a definção acima pressupõe a fixação prévia de uma 
correspondência entre os dois triângulos: 

- ao vértice À corresponde o vértice P 
- ao vértice B corresponde o vértice Q 
- ao vértice € corresponde o vértice R 


Se relacionássemos os mesmos dois triângulos através de outra 
correspondência, por exemplo: 
AosR 


BoP 
CoSoQ 


teriamos que À e R não são ângulos congruentes, nem B e P, nem C e Q. 
mas nem por isso os dois triângulos deixariam de ser congruentes. Apenas, não o 
seriam para esta correspondência. 
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6.2 - CRITÉRIOS DE CONGRUÉÊNCIA DE TRIÂNGULOS 


As propriedades relacionadas a seguir permitem concluir que dois triângulos 
dados são congruentes, de modo menos trabalhoso do que aplicando-se 
diretamente a definição. De um modo geral, vamos observar que para se concluir a 
congruência de dois triângulos basta verificar a congruência de três figuras (lados 
ou ângulos internos), entre as quais deve haver ao menos uma que seja lado. 


1º critério (lado-ângulo-lado) 


P então AABC=APQOR à 
AE = PR 


Cc 
LB 
R 
Se dois triângulos têm congruentes dois lados e o 


ângulo compreendido entre eles, então esse dois 
triângulos são congruentes. 


2º critério IA L A| (ângulo-lado-ângulo) 


a 
B=PQ então AABC = A POR (Da 
| B=á A 8 
Se dois triângulos têm congruentes dois lados 
internos e o lado compreendido entre eles, então esse 
jois triângulos são congruentes. 
p Q 


3º critério |L LL] (lado-lado-lado) 


C 
—s e 
AB = PQ 
(AC = PR então A ABC = 4 POR 
Se dois triângulos tem dois a dois congruentes os R 


três lados, então esse dois triângulos são congruentes. FAR 
a | 


100 


4º critério (angulo-ângulo-lado) 


Ã=zP 
Se! B=Q então AABC=APQOR 
Bê = OR 


Se dois triângulos têm congruentes dois 
ângulos internos e um lado oposto a um desses 
ângulos, então esses dois triângulos são congruentes. 


A, B 


FR Q 


Dos quatro critérios acima, o único que deve ser aceito como postulado é o 
primeiro, L A L Os demais podem ser demonstrados, e o serão, adiante, no 
decorrer deste capitulo (veja Os próximos exercicios resolvidos). 


Exercícios Resolvidos 
6.1) Demonstre o critério AL A. 


Solução 


C' 


A , B P 


A respeito dos triângulos ABC e PQR é dado que: 


Ã=P 
—s es 
AB = PQ 
B=Q 


e devemos provar que 4 ABC = A PQR (podendo utilizar para isso o critério 


L AL, que foi admitido como postulado). 


Consideremos sobre a semi-reta AC o ponto C' tal que AC = PR 
(terminaremos por concluir que C' = C). Temos agora os dois triângulos 


ABC' e PQR, para os quais temos: 


AB = PÔ 


P 
BR 


ol 
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6.2) 


8.3) 
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e então, pelo critério L A L, A ABC' = A POR Logo, os ângulos ABC e 


PÓR são congruentes. Mas, por hipótese, ABC e POR são congruentes, 
portanto ABC'= ABC. 


Ora, isto só é possivel se as retas BC e BC' coincidem, o que significa que 
C'=C. Mas então ABC e ABC' são um só triângulo, togo A ABC E 4 POR. 


Triângulo isósceles — Um triângulo que tem dois C 
lados congruentes ê& chamado isóscefes. À figura ao 
lado representa um triângulo ABC, isósceles porque 
AC = BC O oulo lado, AB, é chamado base os 


ângulos À & B são os ângulos da base e o ângulo Ea 
o ângulo do vértice. 


Prove que os ângulos da base de um triângulo A 
isóceles são congruentes. 


Solução 
Vamos estabelecer uma correspondência entre o triângulo ABC e ele 
mesmo, assim; 

A eoB 

Bs À 

Col 


como se na verdade tivéssemos dois triângulos: 4 ABC e A BAC. De acordo 
com essa correspondência, temos que 


AC corresponde a BO 


no A ABC | C corresponde a C inoA BAC 
e 
BÉ corresponde a se 


2 como: 
AC = BÊ 
Cal 
BC = AL 


então, pelo critério L A L, temos 4 ABC E A BAC, logo os ângulos que se 
correspondem, À e B, são congruentes entre si: A =Ê. 


Mediatriz de um segmento - Dado um segmento AB contido num plano, 
então a reta contida nesse plano que passa pelo ponto médio do segmento 
e é perpendicularar a ele chama-se mediatriz do segmento 


Prove que todo ponto da mediatriz é equidistante dos 
extremos do segmento. 


6.4) 


6.5) 


Solução 


Indiquemos por P um ponto qualquer da mediatriz e por M o ponto médio de 
AB Se P=M, é claro que PA = PB, nada restando a provar Se P = M. 
consideremos os triângulos A AMP e A BMP, para os quais temos: 


.s A a aq 

AM = MB (pois M é ponto médio de AB) 
AMB = BMP (pois ambos são retos) 

—s + 

MP = MP 


Pelo critério L A L, temos 4 AMP = A BMP, logo PÁ = PB e assim P é 
equidistante de Ae de B 


Na figura ao lado, a reta CM é a mediatriz do segmento 
—s 
AB Prove que o triângulo ABC é isósceles. 


Solução 


Como C e CM, pelo exercicio anterior temos AC E BC, logo A ABC é 
isósceles. 


Sejam dados uma reta r e um ponto P fora dela Prove que por P pode-se 
conduzir uma única reta perpendicular à reta r 


Solução 


Lembremos inicialmente que a demonstração para o caso em que P <rjá 
foi feita anteriormente (veja o teorema demonstrado no item 5.10). 

A demonstração do presente caso deve ser feita em duas partes: existência 
e unicidade. 


Existência 


Sejam À e B dois pontos distintos da reta r. 
Vamos construir a semi-reta AC, no semiplano 
oposto ao do ponto P. de tal modo que 
BÃC = BÃP. Em seguida. tomemos sobre AC o 
ponto Q tal que AP = AQ. Seja R o ponto em 
que o segmento Pá corta a reta r. 


Dessa maneira, obtemos dois triângulos, 4 ARQ e A ARP, para os quais: 


es os 


AQE=AP 
RÃOQ = RAP 
es —s 
AR = AR 


Logo, pelo critério L A L, 4 ARQ = 4 ARP. Dai resulta que ARQ=ARP e 
como eles são suplementares um ao outro, ambos são retos. Concluímos 


então que PO 1r. 
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Nota: Se fosse R = A, não teriamos os triângulos 4 ARQ e 4 ARP, mas, em 


compensação, P, A, Q seriam alinhados e a reta PQ seria perpendicular a r, 
pois como BÃQ = BAP, estes dois ângulos seriam retos. 


Unicidade 


Admitamos que as retas s e s' são perpendiculares 
à reta r. por P, sendo A o ponto onde r encontra s 
e Bo ponto onde r encontra s'. Sobre s' tomemos 
o ponto Q de tal modo que B seja o ponto médio 
de PQ, isto é, tal que BP = BQ. Para os triângulos 
A PABe A QAB, temos: 


PB = Ô8 
ABP = ABQ (ambos retos) 
ÀB = AB 


Assim, pelo critério L A L, A PAB = A QAB. Mas isto significa que 


QÃB = PÃB, ou seja, QÃB é um ângulo reto. Nesse caso, AQ 1 r. Mas pelo 
ponto A só é possivel conduzir, no mesmo plano, uma única reta 


perpendicular à reta r (veja o teorema do item 5.10). Então, é falsa a 
suposição de que existem duas retas, ses” 


C 
Observações: Uma consequência imediata do teorema 
demonstrado acima é que “nenhum triângulo pode ter mais 
do que um ângulo interno reto”. De fato, se o 4 ABC tivesse 


os ângulos À e B retos, pelo ponto C estariam passando 


duas retas distintas, perpendiculares a reta AB, o que é 
impossivel. 


Triângulo retângulo 


Um triângulo que tem um ângulo interno reto chama-se triângulo retângulo. 


O lado oposto ao ângulo reto chama-se hipotenusa e os outros dois lados 
chamam-se catetos. 


Distância de um ponto a uma reta 


Dados o ponto P e a reta r, seja Q o ponto onde r P 
encontra a reta perpendicular conduzida por P. A 
distância entre o ponto Pe a reta r é definida 
como sendo a distância entre Pe Q: 


r 


dpr = pa = PQ 


O ponto Q é chamado projeção ortogonal de P sobre a reta r (ou, 
simplesmente, projeção de P sobre r). 


6.6) 


Demonstre o critério LLL. 


Solução 
R 


caso 1 caso 2 casc 3 


A demonstração deve levar em conta os três casos ilustrados acima. Sejam 
os triângulos ABC e PQR, para os quais se tem. 


AB = PÁ 
AC = PR 
Bê = OR 


Devemos provar que 4 ABC = A PQR, podendo usar para isso o critéro LAL 
(admitido como postulado) ou o critério A L A (já demonstrado no exercicio 
6.1). 
Vamos construir a semi-reta AD, no semiplano oposto ao do ponto €, de 
modo que 
BAD = QÊR o + qui 

e tomemos sobre essa semi-reta o ponto E tal que AE E PR Essa 
construção nos leva a um triângulo ABE, o qual é congruente ao A POR, 
pois: cs 

AB = PÔ 
BÃE = QPR 

AÉ = PR (caso L AL) 


Seja P o ponto de interseção de CÊ com a reta AB No caso 1, P está 

entre Ae B,nocaso2, P=Ae nocaso3, Aestáentre Pe B. Temos: 

a) ACE = AÉC, porque o A ACE é isósceles nos casos 1 e 3; no caso 2 
estes dois ângulos são nulo. 

b) ECB= CEB, pois o A ECB é isósceles. 


c) ACBs= AÉB: 
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7) 
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no caso 1 temos. 
med (ACB) = med (ACE) + med (ECB) 
e 
med (AEB) = med(AÉC) + med (CÉB) 


no caso 2 temos: 
med (ACB) = med (ECB) 
e 
med (AÉB) = med (CEB) 


no caso 3 temos; 
med (ACB) = med (ECB) - med (ACE) 
e 
med (AÉB) = med (CÊB) - med (AÉC) 


d) Sendo assim, A ABC = 4 ABE, pois: 
—s -—s 
ACE=AE 
ACB = AÉB 
s 
Bê = BE (caso LAL) 
Portanto, A ABC=A POR. 


Sejam, num plano, um segmento AB e um ponto P 
equidistante de A e de B. Prove que o ponto P 


pertence à mediatriz do segmento ÃE, contida no 
plano dado. 


Solução 


Seja M o ponto médio de AB. SePe AB, então P = M e nesse caso é 


imediato que P pertence à mediatriz. Suponha-se que P & AB. Nesse caso, 


seja r = PM e provemos que r é a mediatriz, isto é, quer À AB. Para isso, 
basta notar que para os triângulos 4 AMP e 4 BMP, tem-se: 


es es 
AP = BP 
e 

AM = BM 
—. s 
MP = MP 


logo, pelo critério L L L, 4 AMP = A BMP. Sendo assim, AMP =BMP e, 
como são suplementares um ao outro, ambos são retos: r L AB. 


Observação: Unindo-se as conclusões dos exercícios 6.3 e 6.7, podemos 
escrever que “dado um segmento num plano, então a mediatriz do 
segmento, contida nesse plano, é o conjunto (lugar geométrico) dos pontos 
do plano que são equidistantes do ponto A e B” 


6.8) 


6.9) 


Medianas de um triângulo — Um segmento que tem uma extremidade num 
vértice e a outra no ponto médio do lado oposto 
e tem o nome de mediana do triângulo. Um 
N triângulo ABC tem três medianas, relativas aos 
Pá Me vértices A Be C. 
ate N Prove que, num triângulo isósceles, a mediana 
M relativa à base é perpendicular à base. 


Solução Cc 
Seja M o ponto médio da base AB do triângulo isósceles 
ABC. Com relação aos triângulos AMC e BMC. temos: 

. .s 

AQ = BC 

—s —s 

AM = BM 

E? A cl B 

EM = CM 7 
logo, pelo critério LL L, A AMC = A BMC Assim, os ângulos AMC e BMC 
são congruentes e, como são suplementares um ao outro, ambos são retos, 
donde CM 1 AB. 


Outro modo 


Como C é equidistante de A e de B, então C pertence à mediatriz do 
segmento AB, logo a reta CM é perpendicular à reta AB. 


Triângulo equilátero — Um triângulo é chamado de equilátero se os seus 
três lados são congruentes. 


Triângulo equiângulo — Um triângulo é chamado equiângulo se os seus 
três ângulos internos são congruentes, 


Prove que C 
a) Todo triângulo equilátero é equiângulo. 
b) Todo triângulo equiângulo é equilátero. 


Solução 


A B 
a) O triângulo ABC é equilátero, logo ele é ao mesmo 
tempo isósceles de base ÀB, de base AG e de base R 
BC. Como num triângulo isósceles os ângulos da 
base são congruentes (veja o exercicio 6.2), 
conclui-se que À=B, A=C, B=C, logo o triângulo E Ê 


é equiângulo 


b) O triângulo PQR é equiângulo. Vamos estabelecer uma correspondência 
entre esse triângulo e ele mesmo, assim: 
P-—Q 
Q-P 
RR 
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6.11) 
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como se tivéssemos dois triângulos: A POR e 4 QPR. Temos que 


| P corresponde a Q 
no à PQR PQ corresponde a QP| no 4 QPR 
| Q 


corresponde a P | 


e como essas figuras que se correspondem são congruentes, pelo 
critério A L A temos A POR E 4 QPR, logo os lados que se 
correspondem são congruentes entre si: PR = OR. Por raciocinio idêntico 


obteremos também PR = PQ, 
equilátero. 


isósceles. 


Solução 


o que mostra que o triângulo PQR é 


—s —s —s —s A 
6.10) Na figura, tem-se AB 1 BC AB 1 BD e 
BC = BD Prove que o triângulo ACD é 
dy 


Para os triângulos ABC e ABD, temos 


ÃB = ÀB 


ABC = 
— 
BC = 


ABD (ambos retos) 


BD 


logo, pelo critério L A L, A ABC = A ABD. Assim, AC = AD, o que significa 


que A ACD é isósceles. 


Alturas de um triângulo — Se, por um vértice de um triângulo conduz-se a 
reta perpendicular à reta suporte do lado oposto, à interseção dessas duas 


retas dá-se o nome de pé da 
perpendicular. O segmento cujas 
extremidades são um vértice e o pé 
da perpendicular desse vértice ao 
lado oposto chama-se altura do 
triângulo. Também se denomina 
altura a medida desse segmento. 
Todo triângulo tem três alturas, 


relativas a cada lado. Na figura, são alturas do triângulo ABC os segmentos 
CH e AJ, havendo ainda uma terceira altura não representada ali. 


Prove que, num triângulo isósceles, 


altura. 


Solução 


a mediana relativa à base é também, 
Cc 


Como já ficou provado no exercício 6.8, num triângulo 
isósceles, a mediana relativa à base é perpendicular à base, 


logo é altura. 


6.12) 


6.13) 


6 14) 


Bissetrizes internas de um triângulo — Seja eD a semi-reta bissetriz do 
ângulo interno €C do tnânguto ABC e seja S o ponto de interseção dessa 
semi-reta com o lado AB. O segmento CS chama-se C 

bissetriz interna do triângulo. relativa ao vértice C. 
Há outras duas, relativas a Ae a B Tambem se dá 
o nome de bissetriz interna à medida desses 


segmentos. 
Prove que, num triângulo isósceles, a mediana 
relativa à base é também bissetriz interna. 


Solução 
Veja a figura do exercicio anterior. Os triângulos 4 AMC e A BMC são 
congruentes (L Lt L), logo ACM = BCM assim CM é bissetriz interna. 


Prove que a soma das medidas de dois ângulos internos quaisquer de um 
triângulo é menor de 180º. 


Solução C 


; D 
Dado o A ABC, provemos que / M Gi 
A 


med (B) + med (C) < 180º 


Para isso, sendo M o ponto médio de Bê, tomemos sobre a semi-reta AM (e) 
ponto D tal que M seja também ponto médio de AD. Os triângulos ACM e 
DBM são congruentes, pois (L AL): 
—s —s E 
CM=zBM (Mé ponto médio) 
AMC = DMB (opostos pelo vértice) 
qa PRP 
AM = DM (M é ponto médio) 
Logo, ACM = DBM. Assim, 
med (B) + med (C) = 
= med (ABC) + med (ACM) = 
= med (ABC) + med (CBD) = 
= med (ABD) 
Ora, med (ABD) < 180º, pois o ponto D não pertence a reta AB, isto é, ABD 


não é raso. Portanto, 
med (B)+ med (0) < 180º 


Prove que, em todo triângulo, a medida de um ângulo externo é maior do 
que a medida de qualquer ângulo interno não adjacente a ele. 
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Solução 


Se D pertence à semi-reta AB e é exterior 
ao lado AB, então CBD é um ângulo 
externo do triângulo ABC. Provemos, por 
D exemplo. que med (CBD) > med (À). Para 


B - “isso, usaremos o resultado do exercicio 
anterior. Temos que 


med (À) + med (B)< 180º 


> 


logo 
med (À) < 180º — med (B) 


Mas os ângulos B e CBD são suplementares um ao outro, logo 
med (CBD) = 180º - med(B) Portanto, med (CBD) > med (À). 


6.15) Demonstre o critério A AL. 


c Solução 
Para os triângulos ABC e POR, temos: 
A=P 
B = Ô 
é Ê Bê = BR 
R e devemos provar que 
A ABC = A POR 
R 
a Q 
Com essa finalidade, tomemos sobre a semi-reta 
. ss 
QP o ponto P' tal que o E AB, construindo 
assim o 4 PQR, que é congruente ao A ABC P P' Q 
pois (L AL): Sá R 
PQ = AB 
Q=B 
es es 
QR=BC 
PP Q 


Se P' =P, nada resta a demonstrar. Suponhamos que P' £ P, podendo, P' 
ser interno ou externo ao segmento PÁ. Mas, em qualquer destes dois 
casos, o 4 PP'R apresenta um ângulo externo congruente a um ângulo 
interno não adjacente a ele. Isto é impossivel, pois contraria o resultado do 
exercício anterior. Sendo assim, a única hipótese possivel é P'=Pe 
portanto. 


à ABC E A PQR 
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6 16) 


6.17) 


No 4 ABC, se BC > AC, então 


C med (À) > med (B) 
Reciprocamente, se med (À) > med (B) então 
A BC > AC Em outras palavras, num triângulo ao 
fas maior lado se opõe o maior ângulo. Prove essas 
A B afirmações. 
Solução 


a) Se BC > AC então no interior do lado BÊ 
podemos tomar o ponto B' tal que B'C = AC. 
Assim. o A ABC é isóceles, logo 
AB'C=B'ÃC. Como ABC é um ângulo 
externo do 4 ABB' tem-se 


med (AB'C) > med(B) 


Por outro lado, tem-se med (À) > med (B'ÂÀC). Assim 
med (À) > med (B' AC) = med(AB'C) > med (B) 
isto é med (À) > med(B) 


b) Suponhamos agora que med (A) > med (B) e provemos que BC > AC. 


Ora, se fosse BC = AC, teriamos À E B, pois A ABC seria isósceles. Se 
fosse BC < AC, pela parte a teriamos med (À) < med (B). Em ambos os 
casos temos absurdo. Logo, BC > AC. 


Demonstremos que, em todo triângulo, a medida de qualquer lado é menor 
do que a soma das medidas dos outros dos lados. 


Solução 
Seja D em ponto da semi-reta BA tal que 
e BD = AB + AC 
y ka —s 
Assim, A está no interior de BD e 
AD = AC. No 4 ACD, isósceles, temos 
B med (ADC) = med (ACD) 


D Do... 
A 


e como med (BCD) > med (ACD), resulta que 
med (BCD) > med (ADC) 
Pelo exercicio anterior, no A BCD temos, portanto, 
BC <BD 
isto é , 
BC < AB + AC 
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6 18) 


8.19) 


6.20) 


Ez 


Demonstre que, se BC = AB + AC, então os pontos À, Be C estão 
alinhados. 


Solução 


Se eles não estivessem alinhados, seriam vértices de um triângulo, logo, 
pelo exercicio anterior, teriamos BC < AB + AC, contrariando a hipotese. 


Existe triângulo cujos lados medem 7 cm, 10 cm e 18 cm? 
Solução 


Não existe, pois, como 18 > 10 + 7, deveriamos ter um lado cuja medida 


fosse maior do que a soma das medidas dos outros dois, o que é 
impossivel. 


Sejam os triângulos 4 ABC e 4 PQR, com ÀB = PQ e AC = PR. Prove que, se 
med (À) < med(P) 

então BC < QR. 

Solução 


Tomemos a semi-reta PT, com R e T do 
mesmo lado de PQ no plano do 4 PQR, de 
modo que 
TPQ =CÃB 

e marquemos o ponto S sobre essa semi-reta, 
com PS = AC. Assim, 4 PQS = 4 ABC (LAL). 
se o ponto S pertence à reta QR (caso 1), 
como 


med (RPQ) > med (SPQ), 
S está entre Re Q, logo 


QS<QR 
donde BC < QR 


pa e” 
Se o ponto S está fora da reta QR (caso 2 e 3), tracemos a bissetriz PK do 
ângulo RPS, 


sendo K e QR. Como med (RPQ)> med (SPQ), K está entre Re Q, logo 


QR = QK + KR. 
Além disso, como 4 PRK E 4 PSK (L A L), temos KR = ks. 
No 4 SQK, temos QS < QK + KS (veja o exercicio 6.17). Então, OS < OK + KR, 


isto é, 
QS < QR donde BC < QR 


6.21) Demonstre o reciproco do teorema do exercicio anterior, isto é, que se 
BC <QR, então 


med (À) < med (P) 


Solução 

Se med (À) = med (P), teriamos 4 ABC = A POR (L AL), donde BC=QR.o 
que contraria a hipótese. 

Se med (À) > med (P), pelo teorema do exercicio anterior teriamos 
BC > QR, contra a hipótese 

Assim, só pode ser med (À) < med (P). 


Exercicios Propostos 


6 22) Num triângulo retângulo, a medida relativa à hipotenusa é perpendicular à 
hipotenusa. Mostre que esse triângulo é isósceles. 


6.23) Prove que um triângulo que tem dois ângulos internos congruentes é 
isósceles. 


624) Na figura, tem-se ACD=ADC e CAB=DÃB. 
Mostre que ACB = ADB. 


625) Se os segmentos AB e CD interceptam-se no seu ponto médio, prove que 
AC E 
D————.C 
6.26) Na figura, tem-se AD=BCeÃ= B, sendo os quatro 
pontos coplanares. Prove que C-D 


A—— 


627) Os planos q e |) interceptam-se segundo a reta 


AB. Tomam-se os pontos C e « e De [, de 5 - 
modo que CÃ= CB e DÃ= DB. Demonstre que [e 
U 


DAC = DBC. 
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6.28) Prove que, se um triângulo tem um ângulo interno reto, então os dois outros 


ângulos internos são agudos. 


6.29) Prove que os ângulos da base de um triângulo isósceles são agudos. 


6.3 - ÂNGULOS ALTERNOS INTERNOS 


São dadas as retas r, s e t, contidas em um mesmo 
plano, tais que t intercepta as outras duas nos pontos 
distintos Ae reBes. Areta t é chamada transversal com 
relação a re s Tomemos sobre r o ponto C e sobre s O 


ponto D, situados em semiplanos opostos com relação à 
transversal. 


No caso particular em quer r e s são duas retas 
paralelas, dois ângulos alternos internos são congruentes. 
Inversamente, se soubermos que dois ângulos alternos 
internos são congruentes, poderemos concluir que r es são 
paralelas. É o que veremos demonstrado nos próximos 
exercicios. 


Exercícios Resolvidos 


6.30) 
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Demonstre que, se duas retas coplanares, cortadas por uma transversal, 
formam ângulos alternos internos congruentes, então essas duas retas são 


paralelas. 
Solução 


Sejam as retas distintas r e s, coplanares, cortadas pela transversal t em A 
e B, respectivamente Sejam Cere 


t 
C AP D e s, em semiplanos opostos com 
d VÁ Ce M relação à reta t e admitamos que Os 
à a ângulos alternos internos CAB e DBA 
E ú 4 sejam congruentes. Suponhamos que r e 
ia O Ss se interceptam num ponto P, situado no 


mesmo semiplano de D. Se isso 
acontecesse, teriamos um triângulo ABP no qual o ângulo externo CAB é 


congruente ao ângulo inferno PBA, contrariando o resultado do exercicio 
6.14. Assim, é impossivel a existência de P: logo r//s. 


6 31) 


6 32) 


Nota: Na mesma situação examinada antes, se considerarmos na reta to 
ponto E enareta ro ponto F, de tal modo que FAE e CÃB sejam opostos 


pelo vértice, então os ângulos FÃE e DBA são chamados ângulos 
correspondentes. É imediato que a propriedade acima poderia ser 
enunciada assim: “Se duas retas cop/anares, cortadas por uma transversal, 
formam ângulos correspondentes congruentes, então essas duas retas são 
paralelas.” 


Demonstre que, se duas retas paralelas são cortadas por uma transversal, 
então os ângulos alternos internos são congruentes. 


Solução 


Suponha-se que as retas r e s, paralelas, 
cortadas pela transversal t, formam ângulos 
alternos internos CÃB e DBA . 

Tomemos, no mesmo semiplano de origem t 
em que está situado C, o ponto C' tal que 
C'ÀB = DBA Assim, as retas r' = CA e s, cortadas pela transversal t, 
formam ângulos alternos internos congruentes Pelo exercicio anterior. tem- 
seentãor'//s. Masr!/s, logo, pelo postulado de Euclides (P7), tem-se r =r 
e assim. 


CAÃB = DBA 


Soma das medidas dos ângulos internos de um triângulo - Demonstre 

que, num triângulo qualquer, a soma das medidas dos ângulos internos é 

igual a 180º 

Solução P Cc oO r 
—]————o— —+ 


Consideremos o A ABC Seja r a reta que 


passa por C e é paralela à AB. Tomemos 
sobre r os ponto P e Q, sendo P situado AC tUsgB 


no mesmo semiplano de origem BC em que está o ponto À, e Q situado no 


semiplano oposto (veja a figura). Os ângulos PCA e À são alternos 
internos, logo 


med (PCA) = med (À) 
e os ângulos sBCQ e B são alternos internos, logo 
med (BCQ) = med (8) 
Mas med (PCA) + med (€) + med (BCQ) = 180º 
Portanto med (À) + med (B) + med (C) = 180º 
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6.4 - POLÍGONOS CONVEXOS 


Pelo modo como definimos, pode-se dizer que 
um triângulo é uma região convexa do plano, Ç 
delimitada pela união de três segmentos (seus lados), 
os quais foram o que chamamos uma poligonal 
triangular De uma forma intuitiva, podemos estender 
esta noção a figuras dotadas de um número maior de 
lados Tais figuras são os polígonos convexos (OU, A B 
simplesmente. polígonos). Embora seja possivel uma definição formal e rigorosa 
deste conceito, vamos preferir aqui a ideia intuitiva, que neste caso mais SE 
aproxima das finalidades do nosso livro C 

Um quadrilátero convexo é uma região convexa D 
do plano, delimitada por uma poligonal de quatro lados. 

Em geral, um polígono convexo de n lados é uma 
região convexa do plano, delimitada por uma poligonal, a A ' 
qual se constitui da união de n segmentos. Um poligono de 
n lados tem. então, n vértice e n ângulos internos. 

Os triângulos e os quadriláteros são exemplos de 
polígonos convexos 


Segundo o número de lados, os poligonos recebem 
nomes especiais: 


nome nº de lados 


triângulo 
quadrilátero 
pentágono 
hexágono 
heptágono 
octógono 
eneágono 
decágono 
dodecágono 


DONO OR 


aa 
No 


Diagonal do poligono é todo segmento com extremidades nos seus 


vértices, mas que não é um lado. Os quadriláteros têm duas diagonais. Os 
triângulos não têm diagonal. 


6.5 —- QUADRILÁTEROS ESPECIAIS é q 


Trapézio - Um quadrilátero que tem ao 
menos um par de lados paralelos chama-se 
trapézio Ea clan A B 

Na ilustração, AB// CD. 


Paralelogramo - Um quadrilátero que tem 


dois pares de lados paralelos chama-se 
paralelogramo. A 


—s es —s es 
Na ilustração, AB/ CD e AD//BC. 
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É claro que todo paralelogramo é também um kapézio. 


Losango — Um quadrilátero cujos quatros são 
congruentes chama-se losango 


Retângulo — Um quadrilálero cujos quatro 
ângulos internos são retos chama-se retângulo. 


Quadrado — Um retângulo que tem os quatros lados 
congruentes cnama-se quadrado 

É claro, então, que um quadrado, afém de ser um 
retângulo, é também um lysango. 


Exercicios Propostos 
8 33) Prove que todo paralelogramo tem às lados paralelos congruentes entre si. 


6.31) Prove que todo paralelogramo tem os ângulos internos opostos congruentes 
entre si. 


6 35) Prove que as diagonais de um paralelogramo interceptam-se em seu ponto 
madri 


8. 38) Prove que todo quadrilátero cujas diagonais se coram ao meio em um 
paralelogramo, 


6.37) Prove que todo losango é um paralelogramo. 


& 38) Pelo ponto médio M do lado AC do triângulo dE 
ABC, conduz-se a reta r paralela ao lado AB, M (PI 
a qual encontra o lado BÊ no ponto N Prove / 
que N é lambém ponto médio de BC. AS B 


6. 49) No exercicio anterior, prove que MN = - AB. 


8. 40) Mostre que, num quadrilátero qualquer, a soma das medidas dos ânguios 
internos é igual a 380º 


8.41) Prove que todo quadrilalero que tem dois lados opostos paralelos e 
congruentes é um paralelogramo. 
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6 42) 


6.43) 


8.44) 


6 45) 


6 46) 


6 47) 


mm 


1 
J 
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Mostre que a soma das medidas dos ângulos internos de um poligono 
convexo de n lados é igual a (n — 2) - 180º 


Prove que dois triângulos retângulos, que têm congruentes as hipotenusas e 
um dos catetos são congruentes. 


Seja um A ABC. Por A, conduz-se a reta r //BC, por Baretas//AC e porC 


a reta t// AB, as quais se interceptam duas a duas formando um triângulo 
Mostre que A, Be € são os pontos médios dos lados desse triângulo. 


Seia OAB um triângulo isósceles de base AB e tomemos P entre Ae Be Q 


também na reta AB, mas fora do segmento AB. Prove que PO < BO e 
QO > BO. 


Prove que as três medianas de um triângulo cortam-se em um mesmo ponto 
(que é chamado baricentro do triângulo). Prove, ainda, que o baricentro 
divide cada mediana em dois segmentos dos quais aquele que contém o 
vértice tem a medida igual ao dobro da medida do outro. 


Os lados paralelos do trapézio ABCD são AB e CD, Pelo ponto médio M do 
lado AD, conduz-se a reta r //AB,a qual encontra o lado BC em N. Prove 
que N é o ponto médio de BC. 

Doc 


M N r 


A! B 

4 . . ” , . es . » EQ 

Trapézio isósceles — O trapézio ABCD (AB 1! CD) é isósceles se os lados 
laterais são congruentes: AD E BC. 


Prove que um trapézio isósceles tem os ângulos da mesma base 
congruentes. 


Exercícios Suplementares 


11) Quadrilátero reverso — Seja, sobre um plano «, 
um triângulo ABC. Consideremos o ponto D, fora 
do plano u. A união dos triângulos ABC e BCD é 
chamada « Quadrilátero reverso. Os segmentos / EB 
AB, À BD e CD são os fados e os segmentos Lda 


AD e BC são as diagonais do quadrilátero reverso 
Problema: Prove que dois lados opostos não podem ser paralelos 


1.2) Prove que as diagonais de uma quadrilátero reverso são contidas em retas 
reversas 


1.3) Classifique em verdadeiro ou falso (V) ou falso (F): 


a) Qualquer figura contida em uma região convexa do espaço é também 
um conjunto convexo. 


b) Se dois planos têm um ponto em comum, sua interseção é um conjunto 
convexa 


c) Em qualquer caso, a interseção de dois planos é um conjunto convexo. 


d) Se uma figura é convexa, qualquer segmento que tenha dois pontos 
distintos nessa figura está contido nela. 


e) Um semi-espaço é um conjunto convexo. 


4) Na figura, tem-se que APB = CPD. Prove que APC = BPD 
P 


1.5) Na figura, tem-se que APC e BPD são ângulos retos. Prove que 
APB = CPD. 
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1.6) Na figura, OM é bissetriz de AÓB, ON é bissetriz de CÓD e MÔN é reto. 
Mostre que BÔD e AÓC são suplementares. 


17) Prove que todo paralelogramo cujas diagonais são perpendiculares é um 
losango. 


1.8) Prove que todo paralelogramo cujas diagonais são congruentes é um 


retângulo, 
9) Prove que as diagonais de um losango são perpendiculares. 
11.10) Prove que as diagonais de losango são bissetrizes dos ângulos internos. 
11.11) Prove que as diagonais de um trapézio isósceles são congruentes. 


11.12) Prove que a medida do segmento que tem extremidades nos ponto médios 


dos lados laterais de um trapézio é igual a metade da soma das medidas 
das bases do trapézio. 


1.13) Se as medidas das bases de trapézio são a e b, calcule a medida do 


segmento cujas extremidades são os pontos médios das diagonais do 
trapézio (a < b). 


14) A base média de um trapézio isósceles (isto é o segmento que tem 
extremidades nos pontos médios dos lados laterais) mede 7 cm e um lado 
lateral mede 5 cm. Calcule o perimetro do trapézio. 


11.15) Seja AM uma mediana do 4 ABC. Prove que AM< - 


11.16) Seja AM uma mediana do A ABC. Prove que AM < ABA o, 


11.17) Prove que a soma das medidas das três medianas de um triângulo é menor 
do que o perimetro do triângulo. 


1.18) Prove que a soma das medidas das três medianas de um triângulo é maior 
do que o semiperimetro do triângulo. 
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19) Mostre que. num triângulo isósceles, as alturas correspondentes aos 
vértices da base são congruentes, 

1.20) Seja o A ABC, isósceles, de base BG. Mostre que, sendo P um ponto 
pertencente ao lado BC, a soma das distâncias de P 2os outros dois lados é 
igual à altura relativa ao vertice B. 


1.21) Seja P um ponte do interior de um triângulo equilátero ABC. Prove que a 
soma das distâncias de P aos lados do triângulo é igual à altura do trânguio. 


1122) Prove que os pontos médios dos lados de um quadrilátero reverso são 
vérices de um paralelogramo 
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PARTE II 


Capitulo 7? — Retas e planos perpendiculares 


Capitulo 8 — Ângulos, diedros, triedros e 
ângulos poliédricos 


Capítulo 
Retas e planos 


perpendiculares 


7.14 - RETAS ORTOGONAIS 
Sejam re s duas retas reversas Tomemos sobre r o aa 
uma delas (a reta s, por exemplo) um ponto A qualquer e a a A 
vamos conduzir por ele a reta r // r. Nestas condições, SC 
podemos definir: in 


Ser es são perpendiculares, então re s são ortogonais. | 


Abusando um pouco da linguagem, diremos que as retas re s formam 
ângulo reto. Com esta Ideia, as retas que “formam ângulo reto” pode ser: 


e perpendiculares — se forem concorrentes; 
e ortogonais — se forem reversas. 


Seres são ortogonais, indicamos 
ris (oushitr) 


Observação: A definção acima somente adquire 
consistência lógica quando demonstramos que a relação de 
ortogonalidade independe da particular reta r' que tomamos, 
isto é, independe do particular ponto A considerado na reta 
s. Por outro lado, para podermos dizer indiferentemente 
r1ASOoOus Ir é necessário mostrar que re s são 
intercambiáveis na definição acima, ou seja, que ser 1.5, 
então tomando-se um ponto B sobre r e por ele s' /.s, 
teremos também s' 1 r. Isto equivale a considerar os dois 
teoremas seguintes. 


Teorema À 


Seja A e B pontos distintos, pertencentes à reta s, 
pelos quais conduzem-se as retas r' e r”, paralelas entre si. 
Nestas condições, ser 1 sentãor" 1 s. 


Na verdade, este teorema já foi demonstrado para 
uma situação mais geral, no capitulo anterior (veja o 
exercicio 6.31). 
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Teorema B 


Seja re r retas paralelas entre sie s e s' também e | 
paralelas entre si, sendo r e s concorrentes em A eres $ 


concorrentes em B. Nestas condições, ser 1 s entãos' Lr, 
e, 
s 


Demonstração 


Seres são coplanares (então as quatros 
retas o são), sendo C a interseção de res, x 
podemos usar duas vezes o teorema A. assim: ss 

a) (Pis rr, rnas=(C)>ris EM s 


E 
Db) (sLr, sis, snr=(B)>sLr r 


Consideremos o caso (que mais nos interessa agora) em que res são 
reversas. 


P Tomemos P ereP'e r, ambos num mesmo 


semiplano de origem AB, de modo que 
.—s - ; , 
BP = AP! Tomemos QeseQe s, ambos 
num mesmo semiplano de origem AB, de 
modo que (o) = BA. 
Pelo exercício 6.41, AQQ'B e APPB são 
.. — 
paralelogramos, fogo QQ' e PP' são ambos 
paralelos e congruentes a AB Então, QP PQ 
é também paralelogramo, donde QP' = QP. 
Assim, 4 AQP = 4 BQP(LLLJ Isto 
significa que PBQ' é reto, por ser congruentea PÃQ: s' Lr. 


Exercícios Resolvidos 


71) Provequesexirer!! rentãoou xir ou|xlr. 


Solução 


E claro que r' não pode ser paralela a x, pois se 
isso ocorresse teriamos duas retas concorrentes, x 
e r. paralelas à mesma reta r' Então, r' só pode ser 
concorrente ou reversa à reta x. 

Se for concorrente, o teorema A mencionado 
anteriormente garante que x 1 r. Se for reversa, 
teremos x 1 r, pela definição de retas ortogonais. 


7.2) Provequese xLrerir, entãoou xLr' ou xLr. 
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Solução 


Tomemos por um ponto A e xa reta t//r. Pela 
definição de retas ortogonais, temos x L t 
Como r' / r, então também r' // t. logo (pelo 
exercicio 7. 1)our Lx ourix. 


7.2 - RETA E PLANO PERPENDICULARES ENTRE SI 


Definição D12 


A reta r é perpendicular ao plano « (ou o plano a é perpendicular à reta r) se r 
forma ângulo reto com todas as retas contidas no plano. 


Indicamos 
ria o qaqlr 


Destaquemos duas consequências desta 
I definição 
13) Se a reta r é perpendicular ao plano a ela necessariamente fura « em 
um ponto A. 


De fato, se ela fosse contida em «a ou paralela a «, seria sempre possível 
obter uma reta contida em a e paralela a r, não formando com ela ângulo reto 


2º) Das retas contidas em a, aquelas que passam pelo ponto À são 
perpendiculares a r e aqueles que não passam por À são ortogonais a r. 


Na figura antertor, portanto, temos 
slLr e tir 
Reta e plano obliquos 


Se a reta r fura «, mas não é perpendicular a esse plano, dizemos que re « 
são obliquos. 


«A 
rea são perpendiculares 
rea são obliquos 


É necessário provar que a reta e plano perpendiculares entre si existem. O 
teorema seguinte garante a consistência da definição. 


RT 


Teorema T13 


Dada a reta r. tomemos por r os planos 
distintos P ey e o ponto A e r. Vamos 
conduzir por A as retas s cpet cy, 
ambas perpendiculares a r. Construldas 


deste modo, s e t são retas distintas e 
determinam um plano « = pl (s, t). Sendo 
assim, tem ser Lu. 


Devemos provar que: 


a) Qualquer reta contida em «, que passa por À, é perpendicular a r. 
b) Qualquer reta contida em «, que não passa por À, é ortogonal a r. 


Demonstração 


a) Seja x uma reta contida em « e que passa por A, distinta de s e de t. 
Tomemos sobre s os pontos C e D em lados opostos em relação a A e 
sobre t tomemos 


Ap 


o ponto B = A. Obtemos assim um triângulo BCD A reta x, que corta O 
lado CD no ponto A, corta também o lado BC no ponto X (veja o 
exercicio 4.20). Tomemos sobre ros pontos A; e Az, de tal modo que A 
seja ponto médio de AjÃ>. Com estes elementos, faremos uma 
sequência de implicações que nos levarão a concluir que r L x. 


1º) Temos 4 AA,C E A AA>C (L AL) e portanto PM os = Ae. 
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2º) Do mesmo modo, temos A;B = AB. 
3º) Por essa razão, A AjBC E A ABC (L LL), donde resulta que A,BX = AQBX. 


4º) Então tem-se 4 AjBX = A A2BX (L AL) e portanto AX E AX. 

5º) Consequentemente, 4 AA;X = A AAX (L L L), donde tiramos que os 
ângulos AjÃX e A2zÃX são congruentes Mas estes ângulos são 
suplementares um ao outro, logo ambos são retos. Isto significa 
precisamente quer L x. 


r 
b) Provemos agora que a reta r é ortogonal a 
qualquer reta y de a que não passa por À. Mad 
x 
y, 


De fato, se tomarmos por A a reta x // y, A 
como ficou provado na parte a)temosr Lx. o A, 


que implica imediatamente que r L y. O O A e 


Ficou demonstrado, então, que a reta r forma ângulo reto com todas as 


retas contidas em «a. Sendo assim, re « são perpendiculares entre si. 


Exercícios Resolvidos 


7.3) 


7.4) 


Teorema T14 - Sejam no plano « as retas s et, 
concorrentes em P. Seja, também, sobre a reta s, 
o ponto À = P. Vamos conduzir por À a reta r tal 
quer ! ser | t Nestas condições, tem-se 


ria 
Demonstre o T14. 


Solução 


Tomando-se por A a reta x //t, temos r ! x, devido 
ao fato de ser r 4 t. Com este recurso, recaimos 
no teorema T1i3 e, assimr L «. 


r 
Teorema T15 - Sejam no plano « as retas set AA 
! t 
a 


concorrentes em P. Seja r uma reta tal quer 1 se 
r 1 t Sendo assim, tem-se 

rita 
Demonstre o T15. 


Solução 


Consideramos por Paretar /r Eclaroquer is 
er Lt, poissetsão ortogonais a r. Logo, Fr Lu. 
Como r' fura «a em P, concluímos que r fura 
também a em um ponto A (veja o exercicio 2.5). 
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7.5) 


7.6) 


7.7) 
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Podemos então conduzir por A as retas s'//s e t'//t, ambas perpendiculares 
a r. Com este recurso, recaimos no teorema T13 e, assim, 1 L «a. 


Teorema T16 (teorema das três perpendiculares) — 
Sejam três pontos A, Be C não alinhados. Se a reta F 


forma ângulo retos com as retas AB e AC, então ela 


também forma ângulo reto com a terceira reta, BC. 
Demonstre o T16. 


Solução 


Se r forma ângulo reto com as duas retas 
concorrentes AB e AC, então essa reta r é 
perpendicular ao plano 

a«=pI(A BC) 


Logo, como a reta BC está contida ema, a reta r Y 
também forma ângulo reto com ela. 


Teorema T17 — Sejam r uma reta e « um plano, perpendiculares entre si. 
a) Searetas é paralelaar, entãos 1 a. 


b) Seo plano ) é paralelo a q, então r à P. 
Demonstre o T17. 


Solução 


a) Como r L a, então r forma ângulo reto com 
qualquer reta de u. Mas s ! r, logo s também 
forma ângulo reto com qualquer reta de « 
(como garantem os exercícios 7.1 e 7.2). 
Portanto, s Lu. 


b) Tomemos uma reta qualquer x c B. Um plano y 
conduzido por x intercepta o plano a segundo 
uma reta y. Como y //x e as retas re y formam 
ângulo reto, então r e x também formam ângulo 
reto (garantido pelos exercícios 7.1 e 7.2). 


Teorema T18 


a) Duas retas perpendiculares a um mesmo plano são paralelas entre si. 
b) Dois planos perpendiculares a uma mesma reta são paralelos entre si. 
Demonstre o T18. 


7.8) 


Solução 


a) Sejamres retas perpendiculares ao plano «. 
Suponhamos que re s não sejam paralelas. 
Pelo ponto P onde s fura « podemos então 
conduzir a reta s' // r. distinta de s. O plano 
3 = pl (s, s) intercepta « segundo a reta t. 
Pelo teorema T17, comor L «ues'//r, então 
s' 1 «. Assim, no plano f3 temos duas retas s 
e s' distintas, perpendiculares a reta t no 
mesmo ponto P. isto é impossivel, como já se 
viu no teorema do tem 5.10 Portanto, res 
são paralelas entre si. 


b) Sejam « e [ planos perpendiculares à reta r 
Suponhamos que a e /) não sejam paralelos, 
isto é, que eles tenham em comum um ponto 
A Vamos conduzir por A a reta Fr, r Hr 
Como r é perpendicular a « e a [), o mesmo 
acontece com r'. Tomemos em a o ponto 
B+s A esejay =p! (B, r). Este plano 
intercepta a segundo a reta s e f segundo a 
reta t,. ambas concorrentes com r' em A. 
Temos então no plano f3 duas retas distintas, 
perpendiculares à reta r' no ponto A. Isto é 
possivel, logo « /! 3. 


Teorema T19 — Dados uma reta r e um ponto À, pode se conduzir um único 


plano que contém A e é perpendicular à reta r. 
Demonstre o 719. 


Solução 


Tomemos por r os planos distintos y e y' e pelo ponto B e rtracemos a reta 


ccyearetac cy, ambas perpendiculares à reta 
r. Sendo assim, o plano p = pl (c c) é 
perpendicular à reta r. Vamos então conduzir por 
Ao plano «x !! f). Pelo teorema T17, tem-se a i r. 
(Se A e [, basta tomar « = [3.) 

Resta provar que esse é o único plano possivel. 
Suponhamos que por À passasse outro plano «' 
também perpendicular a r. Pelo teorema T18, os 
planos a e a' deveriam ser paralelos. Entretanto, 
isso é impossivel, pois « e a' tem o ponto À em 
comum. 
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79) 


Teorema T20 — Dados um plano « e um ponto A, pode-se conduzir uma 


unica reta que passa por A e é perpendicular ao plano a. 
Demonstre o T20. 


Solução 


ar 4.s Tomemos em a as retas concorrentes te t e 
pelo ponto B e a tracemos o plano B Lteo 
plano |! 1 t (como garante o teorema T19). 
Mostremos que 3 = B. Seja x=untbte 
y=angp' Eclaroquetixet Ly. Se fosse 
3 = |, então seria x = y, O que é absurdo, pois 
teriamos duas retas concorrentes t e t, 
perpendiculares à mesma reta x = y, todas 
contidas num só plano (veja o exercício 6.5). 
Sendo assim, PB = |”. 

Logo, podemos indicar por s a interseção de f 
e 3. Como s forma ângulo reto comte t, é claro que s 1 «. Tomemos então 
porAaretaris(seAes, basta tomar r=s) Pelo teorema T17, tem-se 
Tlu 

Resta provar que essa é a única reta possivel. Suponhamos que por À 
passasse outra reta r' também perpendicular a a. Pelo teorema T18, as 
retas re r deveriam ser paralelas. Entretanto, isso é impossivel, pois re r 
têm o ponto À em comum. 


Distância entre um ponto e um plano 


o plano a encontra a reta perpendicular conduzida por P. 
A distância entre o ponto Pe q plano q é definida como 
sendo a distância entre Pe Q: 


sobre 
u). 


Dados o ponto P e o plano a, seja Q o ponto onde 


dpu = dpa = PQ 


O ponto Q chama-se projeção ortogonal de P I 


o plano u (ou, simplesmente, projeção de P sobre 


Distância entre planos paralelos 


Dados dois planos « e [3 paralelos, por um ponto P 


€ u vamos conduzir a reta r, perpendicular a ambos os Q x 
planos. Seja Q a interseção de re |3. A distância entre os 


Q: 
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planos a e 8 é definida como sendo a distância entre P e 


JA É 
dat =ôpo = PQ - 


Exercícios Propostos 


7.10) Areta r é paralela ao plano « e À e «. Construa por A a reta s, contida em « 
e ortogonal a r. 


7.11) 


7.12) 


7.13) 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). 


a) 
D) 
c) 
d) 


e) 


) 


Se duas retas são ortogonais, elas são reversas. 

Se duas retas são reversas, elas são ortogonais. 

Se uma reta é perpendicular a um plano, ela é perpendicular a todas as 
retas do plano. 

Se uma reta é perpendicular a um plano, ela forma ângulo reto com 
qualquer reta do ptano. 

Se duas retas são paralelas e um plano é perpendicular a uma delas, 
esse plano é também perpendicular à outra. 

Dois planos distintos, perpendiculares a uma reta r. são paralelos entre 
si. 

Se uma reta e um plano são perpendiculares, toda reta perpendicular à 
reta dada está contida nesse plano. 

Se uma reta e um plano são perpendiculares, toda reta perpendicular à 
reta dada é paralela ao plano. 

Se uma reta e um plano são perpendiculares, toda reta perpendicular à 
reta dada é paralela ao plano ou está contida nele 

Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano. ela 
é perpendicular ao plano. 

Se uma reta forma ângulo reto com duas retas paralelas de um plano, 
ela é perpendicular a esse plano. 

Se uma reta forma ângulo reto com duas retas distintas de um plano, ela 
é perpendicular a esse plano. 


m) À reta r é paralela ao plano «. Toda reta perpendicular a r é 


No plano a tem-se o ângulo reto BÃC. Pelo 


vértice A conduz-se a reta AD 1 a. Mostre que 
AB 1 pI(A C, D). Z / 
A dá 
B C 


perpendicular a «a. 


ÁS 


Sejam re s retas reversas e « um plano 
paralelo a ambas. Prove que toda reta que 
forma ângulo reto com ambas as retas é aa 


perpendicular ao plano «a. 
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7.144) Sejamres retas reversas e « um plano paralelo a ambas. Prove que toda 
reta perpendicular a « forma ângulo reto com r e com s. 


7145) Dois planos «u e |) são paralelos. Tomam-se 
duas retas distintas res, tais quer LI u es Lp. 
Prove que ri!s. 


7.16) São dadas uma reta s contida num plano « e 
uma reta r 1 u. Prove que existe um único plano 
que contém r e é perpendicular à reta s. 


r 
s 
, 
Y 


7.17) A reta r é perpendicular ao plano a. Por um ponto A e a toma-se a reta 5, 
que forma ângulo reto com r. Prove ques c a. 


7.18) A reta r é perpendicular ao plano a. Por um ponto A & a toma-se a reta s, 
que forma ângulo reto com r Prove que s//a. 


7.19) As retas re s são ortogonais. Construa um plano que contenha r e seja 
perpendicular a s. 


7.20) São dados a reta re o plano «, oblíquos Sobre a toma-se o ponto À e rf. 
Construa por A uma reta contida em a e que seja ortogonal a r. 
7.3 - PLANOS PERPENDICULARES ENTRE SI 


Definição D13 


O plano a é perpendicular ao plano f 
se existe uma reta r c qu que seja 


perpendicular a f. 
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Indica-se aJB 


Seja t= am B. Temos r 1 t. Pelo ponto A, 
interseção de r e 3, tomemos em B a retas 1 t Comos 
1 r, é claro ques 1 «, logo o piano |) tem também uma 
reta que é perpendicular a a 

isto mostra que é indiferente dizer que « é 
perpendicular a B ou que f) é perpendicular a «. 
Podemos indicar, então, indiferentemente: 


«lp ou Bla 


e podemos dizer que os dois planos são 
perpendiculares entre si. 
Uma consequência imediata da definição é a seguinte. 


Se a reta r é perpendicular ao plano 
a, então todo plano que contém r é 
perpendicular a q. 


Teorema T21 


Seu 1 f então toda reta contida em «, que é perpendicular à interseção é 
perpendicular a 3. 


Em Simbolos. 
a lf 
E ds DrlLP 


TCa 
(It 


Demonstração 


Se a | f, existe uma reta " & qa que é 

perpendicularar a [). Essa reta r' é necessanamente 

perpendicular à reta t= q m f3. Consequentemente, 

our=rouritr. q / 
Ser=r', é imediato quer 1 p. a 
Se ri r, então pelo teorema T17 tem-se 

também r 1 f 
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Teorema T22 


Sea 1 fp, então toda reta que é perpendicular a p, ou está contida em a OU é 


paralela a q. 


No caso da figura, tem-se r c a, porque r tem O 
ponto À em comum com. Já a reta s é paralela a a: não 
tem ponto em comum com esse plano. 


Demonstração 


Sejar 1 Pp. Ser não tem ponto em comum com a, 
então é imediato que r//u. 


Suponha-se que r e « têm um ponto À em comum 
e provemos quer c u. 
Seja t = qm B. Vamos conduzir por À a reta r' tal 


quer caer 1t Pelo teorema T21,r' 1 p. Mas, sendo 
assim, pelo 720, r =r. Logo rc a. 


Teorema 723 


Se a reta r não é perpendicular ao plano q, então existe um único plano que 
contém re é perpendicular a q. 


ARDSs 
ES 4 


s 
T 
Eni O 
Ã 
ae 
À demonstração vale tanto para O 
para os casos em quer caouri/u. 


mem 


Demonstração 


caso em que re «u são obliquos, como 
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Seja A e r Tracemos por Aa retas La. É claro que r = 5. logo existe 
B=pl(r.s). Temos ) L «a, pois |! contém a reta s, que é perpendicular a « 

Provemos que [3 é o único plano possível. Se existisse outro plano [3 : « e 
contendo r, esse plano conteria o ponto A Então, pelo teorema T22,s c |”. Mas 
nesse caso, seria 


B'=pltrs)=p 


Exercicios Resolvidos 


7.21) Sejam a e / dois planos secantes e seja y um plano perpendicular a ambos. 
Prove que y é perpendicular à interseção de a e |) 


Solução 


Indiquemos por t a interseção de « e 3 Seja P um ponto 
situado fora de « e de B e tomemos por P a reta Fr ; y. 
Pelo teorema T22, tem-se r//a er! Pp. Logo, pelo TB, 
r//t Assim, pelo T17, tem-se t L y. 


7.22) Dadas duas retas reversas, construa uma reta que seja perpendicular a 
ambas. 


Solução 


Sejam r e s duas retas reversas. Passemos 
por soplanoa/!reporroplanof 1 «a (veja 
os exercícios 3. 7 e 3.8 e o teorema T23) 

É claro que a reta s fura o plano /3 num ponto 
A, pois se ela fosse paralela a ele, ela seria 
paralela à reta r. Então, pelo ponto A 
podemos conduzir a retax L r. Areta x é reta 
procurada. 


Basta provar que x 1 s. Para isto, é suficiente notar que, sendo t= « 9 P, 
tem-ser//t. logox Lt. Assim,x IL a«eentãox1is. 
Portanto, a reta xé perpendicularar e as. 


7.23) Prove que a reta construida no exercicio anterior é única. 
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Solução 


Suponhamos que exista outra reta x, 
perpendicular a re a s Como t//r, então x 
forma ângulo reto com s e com t, logo x 1 a. 
Conclui-se que, pelo teorema 718, que x //x' e 
que, além disso, re s estão contidas no plano 
pl (x, x). Isto é impossivel, pois re s são 
reversas. 


FA oe 
Distância entre duas retas reversas 


s 
Sejam A ere Besos pontos onde a E cl 


perpendicular comum corta as duas retas reversas r e 
s. À distância entre as duas retas reversas é definida 
como sendo a distância entre Ae B: 


Ôrs é dAB = AB js 


7.24) Prove que, se dois planos são paralelos, então todo plano perpendicular a 
um deles é também perpendicular ao outro. 


Solução 


SejamallBey Lu.Provemos quey 1 B. Sey + / 
u, existe uma reta rc y tal que r L «. Mas pelo 
teorema T17,r 1 B. Logo y À |. 7 


Exercícios Propostos 


7.25) Sejam «q e p dois planos perpendiculares entre si e seja 
y um plano perpendicular à interseção t de « e p. Se 


a=unyeb=[ny,provequeal b. E 
p4 


7.26) Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Dois planos perpendiculares entre si são secantes. 


b) Se um plano « contém uma reta perpendicular a outro plano f, então 
ulp. 


c) Dados uma reta e um plano, existe um único plano que contém a reta e é 
perpendicular ao plano dado. 


138 


7.27) 


7,28) 


d) 


9) 


h) 


se dois planos são perpendiculares, toda reta de um deles, que é 
perpendicular ao outro, é perpendicular à interseção dos dois planos 
Dois planos distintos, perpendiculares a um plano dado, são paralelos 
entre si. 

Dois planos distintos, perpendiculares a um plano dado, são 
perpendiculares entre si 

Se uma reta r é perpendicular a um plano ce, qualquer plano que contém 
r é perpendicular a ce, 


Se o plano « é perpendicular ao plano [3. então toda rela contida em « é 
perpendicular a 3. 


Se a reta r é paralela ao plano «, então todo plano perpendicular a wu é 
perpendicular a r. 


Sejam a reta re o plano a paralelos entre si Prove que todo plano 
perpendicular a r é perpendicular a tz. 


Dados dois planos « e |! secanles e um ponto P qualquer, construa um 
plano que passa por P e à perpendicular ame a [5 
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Capítulo 


triedros e ângulos 


“Capituto | | o O dmmilos diedros 
I8L| poliedricos 


8.1 - ÂNGULOS DE LADOS CONCORDANTES 


Dados uma semi-reta AB e um ponto P qualquer, 
fora da reta AB, tomemos por P a reta r paralela 
a AB. Sobre r consideremos os pontos Re R, 
siluados em semiplanos opostos com relação à 
reta AP, de modo que B e R estejam no mesmo 


semiplano. Ficam determinadas, assim, as semi- 
retas PR B PR Dizemos, então que: 


PR e AB têm mesmo sentido (ou são cancardantes); 
> Led 
PR'e AB têm sentidos opostos (ou são discordantes). 


a ; dp - 
Sejam agora duas semi-retas ÀB e OS p R 
«ihdas numa mesma reta. Por um ponto P 


lara da reta AB vamos conduzir a semi-reta 


PR, paralela AB, e Pci o mesmo sentido de 
AB Assim, se às e PR também tiveremmesmo < usas 
sentido, diremos que OS e ÀR têm mesmo Q A E 


sentido. Com isto, estendemos a noção de sentidos concordantes a qualquer par 
de sem»relas paralelas. 


Intuitivamente, duas semiretas têm mesmo sentido se são paralelas é 
“apontam” para o mesmo iado 


Vamos agra demonstrar o teorema seguinte, que é importante para dar 
consistência às definições que faremos depois. 


Teorema T24 


Se os ângulos BÃC e RP$ são tais que AB tem o mesmo sentido de PR e Fo 
tem o mesmo sentido de PS, então BAC = RÊS. 


Em outras palavras, dois ângulos que têm os lados respectivamente 
concordantes são congruentes, 
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Demonstração 


O caso particular em que P e AB é S Cc 


trivial, pois os ângulos BÃC e RPS são 
correspondentes, logo são congruentes. 


P A R B 


Tomemos o caso em que P não pertence à reta AB. Não perdemos a 
generalidade da demonstração se supomos que 


AB=PR e AC=Pê 


Como ABRP é paralelogramo (pois tem dois 
lados opostos paralelos e congruentes), temos que AP 
e BR são paralelos e congruentes. Da mesma forma, 
AP e CS são paralelos e congruentes Assim, BCSR 
também é paralelogramo, donde RS = BC. Portanto, 
pelo LLL,A ABC = a PRS, donde 


BÃC E RPS 


; gua La ia 
Nota: E claro que as semr-retas PR' e PS' opostas a PR e PS definem um ângulo 


R'PS' congruente a BÃC, isto é, se dois ângulos têm lados respectivamente 
discordantes, eles são congruentes Não se pode dizer o mesmo se eles são 
concordantes em um dos lados e discordantes quanto ao outro (neste caso, eles 
seriam suplementares). 


8.2 - ÂNGULO ENTRE DUAS RETAS 


Consideremos inicialmente o caso de duas DyS 
retas concorrentes, mas não perpendiculares 
entre si Tomemos Be C sobrere De Esobres, . r 
de modo que À esteja entre Be C e também entre “c A B 
D e E. Obtemos quatro ângulos, BÃD, DÃC, CÃE, di 
FAB, dois dos quais são agudos (congruentes E 


entre si) e os outros dois são obtusos 
(congruentes entre si). Convencionaremos que o ângulo entre as retas re s é 
qualquer um dos dois ângulos agudos. Adotemos, ainda, uma convenção mais 
livre: qualquer ângulo agudo que seja congruente a esses dois ângulos será 
considerado como sendo um ângulo entre as retas r e s. Fazemos isto porque 
estamos interessados fundamentalmente naquilo que todos esses ângulo têm em 
comum: a sua medida. 

Se res são perpendiculares, então qualquer ângulo reto é um ângulo 
entreres. 

Seres são coincidentes, então qualquer ângulo nulo é um ângulo entre r 
es. 
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Consideremos agora o caso em que as retas são A 
reversas ou paralelas (isto é, não tem ponto em 
comum). Por um ponto A qualquer toma-se as retas r 
ritres ts. O ângulo entre as retasre s é o ânguio A 


entrer e s'. Indicamos por Ts a medida desse ângulo. 


Observações ú 
19) Por essa definição, o ângulo entre duas retas só pode ser nulo, ou agudo, 
ou reto. Trata-se, portanto, de um conceito diferente do ângulo geométrico 


formado por duas semi-retas de mesma origem, cuja medida varia de 0º a 
180º 


2?) A definição de ângulo entre duas retas dada acima, para o caso de retas 
reversas, só adquire consistência se demonstramos que a medida desse 
ângulo independe do particular ponto A considerado Essa independência 
estã garantida pelo teorema T24, demonstrado no item anterior. 


8.3 - ÂNGULO ENTRE RETA E PLANO 
Vamos estabelecer o conceito de ângulo entre uma reta r e um plano a. 


Caso em que r não é perpendicular a a 


Se r é paralela a a, ou está contida nele, ou se r e a são obliquos, existe um 
único plano f3 1 «x, que contém r (teorema T23). Sejat=anf 


Nessas condições, o ângulo entre re a é o ângulo entre as retas ret. 


Então, ser //« ou serc «, esse ângulo é nulo. Ser e « são obliquos, esse 
ângulo é agudo 


A reta t chama-se projeção ortogonal (ou, simplesmente, projeção) de r 
sobre «. Assim. o ângulo entrerea éo ângulo entre r sua projeção sobre a. 
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Caso em quer iu. 


ângulo reto 
contida em «. 


r e sua projeção, porque a projeção de r sobre «u é um 
ponto exatamente aquele onde r fura u. 


Ser 1 «wu, então o ângulo entrer e «u é qualquer 
Esse é o ângulo que r forma com qualquer reta 


Neste caso, não podemos falar em ângulo entre 


Notação. A medida do ângulo entre r e u é indicada por fã 


Exercicios Resolvidos 


8.1) 


8.2) 


São dados um plano « e duas retas, re s, sendo s 1 q. Prove que o ângulo 
entre reu e o ângulo entre r e s são complementares. 


Solução 


O caso mais interessante é aquele em que re « $ 

são obliquos. Se r furau em A, seja s'!!s por À | 

O plano |) determinado por re s' é perpendicular | B ú 
a uq. Nesse plano, com vértice em A, temos um 


ângulo reto formado pelas retas s et=un j. A t 
Este ângulo é dividdo em dois ângulos fu f 


complementares pela reta r. Esses dois ângulos VP 


complementares são exatamente o ângulo entre 
reseoânguloentrerea. 

Passemos aos casos particulares em quer La, rita our cu. 

Seria entãori//s(our=s). Assim, o ângulo entre re s mede 0º, 
enquanto que o ângulo entre r e au mede 90º. São, portanto, 
complementares. 

Serifuourca entãor | s(our4s). Assim, o ângulo entre re s mede 
90º. enquanto que o ângulo entre r e au mede 0º. São também 
complementares. 


Aretar eo plano q são obliquos erma = (A). Seja s uma reta qualquer 
contida em a e passando por À, mas não coincidente com a projeção 
ortogonal t de r sobre a. Prove que a medida do ângulo entre re t é menor 
do que a do ângulo entre ne s. 


Solução 


Seja Per, PxA. A reta perpendicular e a por 
P encontra esse plano no ponto Q e t 
Tomemos sobre s o ponto R tal que PÁR não 
seja obtuso e AR = E Assim, o ângulo entre 
resé PÃR eo ângulo entre re t é PÃQ. 
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Podemos então fazer a prova. O 4 PQR é retângulo em Q, logo PR > PQ 
(veja o exercicio 6.16) Para os triângulos 4 ARP e 4 AQP, temos 


AR = ÃO 
AP=AP 
PR>PQ 


Então (veja o exercício 6.21) 
med (PÃQ)< med (PÃR) 


Nota: Este exercicio mostra que o ângulo entre a reta re o plano q & 0 
menor ângulo que a reta r forma com as retas de a. 


8.4 — ÂNGULO ENTRE DOIS PLANOS 


Dados dois planos, a e f, consideremos um plano y qualquer, perpendicular 
aambos. Sejamr=unyes=fny Oânguloentreuneféo ânguioentreres. 

Assim, se « !/ [3 ou a = ,o ângulo entre a e [3 é um ângulo nulo. Se a e À 
são secantes, então o ângulo entre « e f) é agudo ou reto (este último caso 
ocorrendo se « 1 |). 

É claro que esta definição independe do particular plano y considerado. De 
fato, se outro plano y' cortasse « em r' e B ems', teriamos r / res'if's, logo O 
ângulo entre r es'e o ângulo entre re s teriam a mesma medida. 

A medida do ângulo entre q e f) é indicada por «fl. 


Exercícios Resolvidos 


8.3) Sejam «ue f dois planos secantes, não perpendiculares entre si. Sendo 
t= an [j. tomemos P e «a, fora de te por esse ponto tracemos a retar 1 te 
a reta s concorrente com t, mas não perpendiculares a esta reta. Demonstre 
que o ângulo entre r e )) é maior do que o ângulo entre s e f. 
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8.4) 


Solução 

Sejam À e B as interseções, respectivamente. de re s com t. e seja Q o 
ponto de interseção do plano |) com a perpendicular a esse plano conduzida 
por P. Assim, o ângulo entre re [ é PÃQ e o ângulo entre s e |) é PBQ 

O A ABP é retângulo em A, logo BP > AP. Vamos construir uma figura plana 


que seja 
P' 


is 
A 03 B' 


a união de dois triângulos: 4 A'P'Q' e 4 B'P'Q', respectivamente congruentes 
aos triângulos 4 APQ e A BPQ, e de modo que os vértices A e B' fiquem 
situados em semiplanos opostos em relação a P'Q'. A figura obtida é um 
triângulo A A'B'P' (pois A, Q'e B estão alinhados). Como B'P' > A'P', temos 
med (À') > med (B'), donde 


med (PÃQ) > med (PBQ) 


Nota: Este exercício mostra que o ângulo entre o plano B é o maior ângulo 
que o plano B forma com as retas de q 


Prove que a medida do ângulo entre dois planos « e )) é igual à medida do 
angulo entre as retasres,sendorl aes1!f. 


Solução 


Seja y um plano perpendicular auealieseja 
t=[B ny. É claro que ap =fu. Consideremos em y 
as retasr /res'/!s. E claro que TS = F's'. Vamos 
aplicar o resultado do exercicio 8.1. 


Comor' J «, temos 


a e, 
ta + tr = 90º 
Comos' 1 [3. temos , e 
EB +T's' = 90º 
a a a a 
Então, tu +tr=rp+rs 
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Mas tr” = ÉR, logo 


Earp] 
fa =f8 
] RR Pas 
isto E. u[t=s 


Note que a figura que fizemos mostra dois planos «a e fi secantes. mas à 
demonstração não levou em conta essa situação particular, valendo portanto 
para qualquer posição relativa de «q e |). 


85) SeullwenH|r, prove que af = cp! 
Solução 
Tomemos asretasrineslLf Eclaoqueria esti)! Pelo exercicio 
x Et e Z Ad — a Mr 
anterior, temos «! = fs e também «= Ts. logo q = af 
8.5 — DIEDRO 
Uma reta t e dois pontos À e B fora dela determinam 
E, VE, dois semiplanos fechados: (t, Aj e (t, B) Suponha- 
Fa “se, primeiramente, que eles não estão contidos num 


mesmo plano. Seja E, o semi-espaço de origem (t. À) 
/ que contém B e seja E, o semi-espaço de origem fi, B) 


me 


que contém A (estamos imaginando que estes semi 
espaços são fechados). 


Tomemos agora o caso em que (t Aje ft. B) são 


| "e semiplanos do mesmo plano. Eles podem ser opostos ou 
coincidentes. Se (t. À) e (t, B) são semiplanos opostos. 
I 


à tomando-se um ponto P fora do plano deles obtemos um 
B :/ semi-espaço fechado, que será considerado como um 


diedro raso (por analogia com ângulo raso). 


Se (l, Aju (t, B), então esse semiplano recebe o nome de diedro nulo. 

Para indicar um diedro podemos usar várias notações, como di (t, A, Bjou 
AtB ou, ainda, se não houver possibilidade de dúvida, di (f). 

Os semiplanos ft, AJ e (t, Bj são as faces do diedro e a reta t é a sua 


aresta, À união das duas façes é a superficie diédrica e os demais pontos do 
diedro formam seu inteiro, 
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8.6 - MEDIDA DE UM DIEDRO 


Dado um diedro de aresta t. seja y um plano 
VAN perpendicular à reta t num ponto P. As semi-retas PA 
N TN e PB são as interseções de y com as faces do diedro 


a NA 
“Sa Ee 


A medida do diedro é a medida do ângulo APB. 


med (AtB) = med (APB) 


O ângulo APB é chamado seção reta do diedro. É importante demonstrar 
que todas as seções retas de um diedro são congruentes, para que a medida 
definida acima tenha significado. 


AN Se y é um plano qualquer que intercepta a aresta 
do diedro, então a interseção de y com o diedro é 
Ra, um ângulo que se denomina seção do diedro. A 


TR observação acima se baseia no teorema seguinte. 


t 


Teorema T25 


Seções paralelas de um diedro são congruentes. 


Demonstração 


A demonstração é imediata. Basta notar que as seções paralelas são 
ângulos de tados concordantes, donde concluimos que são congruentes (teorema 
T24). 


Observação Deve-se notar a distinção entre os conceitos de medida de um diedro 
e medida do ângulo entre dois pianos. À primeira pode variar entre 0º e 180º, 
enquanto que a segunda varia de 0º a 90º, como ficou convencionado. Assim, por 
exemplo. se dois semiplanos formam um diedro de 135º, os planos que contêm 
esses semiplanos formam ângulo de 45º. 

Por analogia com os ângulos planos, podemos atribuir aos diedros os 
termos diedro reto, agudo, obtuso, diedros adjacentes, opostos pela aresta, 
congruentes, complementares, suplementares. 
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Exercícios Resolvidos 


8.6) 
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Sejam um diedro AIB e ângulo PQR tais que 0 lado ÓP do ângulo é 
perpendicular à face (t, A) do diedro e o lado OR do ângulo é perpendicular 
à face (t, B) do diedro. Mostre que 


med (AtB) = med (PQR) 
ou med (AtB) + med (PQR) = 180º 


Solução 


As retas que contêm os lados do ângulo são perpendiculares aos pianos 
que contêm as faces do diedro Como vimos no exercicio 8 4, o ângulo entre 
essas retas tem a mesma medida do ângulo entre esses planos Seja 0 essa 


medida. Então, a medida do ângulo POR ou é O ou é 180º — 1, o mesmo 
ocorrendo com a medida do diedro AtB. Fica claro, portanto, que se tem 
med (AtB) = med (PQR) 
(ambas iguais a O ou ambas iguais a 180º — 8) ou então: 
med (AB) + med (PQR) = 180º 
(sendo uma igual a O e a outra 180º — 0). 


Observação: Suponha-se, para facilitar, que Q e te que AQB seja uma 
seção reta do diedro. 


(NE 


t 
caso 3 caso 4 


Temos OP 1 (t AJe ÓR 4 (t B) Os ângulos AÔB e PÔR serão 
suplementares nas duas situações seguintes: 


Caso 1: OP e (t, B) estão no mesmo semi-espaço de origem (t, A) e, além 
disso. OR e (t. A) estão no mesmo semi-espaço de origem (t, B). 


Caso 2: áP e (t, B) estão em semi-espaços opostos de origem (t. A) e. além 
disso, ÓR e (t, A) estão em semi-espaços opostos de origem (t, B). 


Nos casos 3 e 4, os dois ângulos são congruentes. 


87) Semiplano bissetor de um díedro — Dado um diedro não nulo AtB, seja P 
um ponto do interior desse diedro, tal que os diedros AtP e PtA sejam 
congruentes (tenham mesma medida). O semiplano (t, P) chama-se bissetor 
do diedro AIB. Seja O a medida do diedro AtB. Se uma reta r é 


perpendicular a uma face do diedro, quanto mede o ângulo entre essa reta e 
o semiplano bissetor? 


Solução 
a É fácil perceber que, sendo x a medida do 
ângulo entre r e o semiplano bissetor, tem- 
os se: 
é) x + med (AÍP) = 90º 
«pão fliciscocis Mas 
. 1 . 0 
med (AtP)= — med (AtB) = — 
di : : Ê 
a logo, x+ — = 90º, donde x = 90º E 


8.7 - TRIEDROS 


a —> —- Lda K . 
Sejam VA, VB, VC três semi-retas não coplanares e os 


V 
semi-espaços fechados: 
- E;: com origem no pl (V, A, B) e contendo C 
- Ez: com origem no pI (V, A, C) e contendo B 
C -Es:comorigemno pl(V, B, C) e contendo A 
A 
B 


A interseção E, m Ez A Es é uma região do espaço que recebe o nome de 
triedro, 


Indicamos tri (V, A, B, C). Examinemos alguns nomes relacionados ao 
triedro. 
Vértice: é o ponto V 
E RA .. 
Arestas: são as semi-retas VA, VB e VC 
Faces: são os ângulos AVB, AVC, BVC. 
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Note que cada aresta define, com as duas faces que a contém, um diedro. 
Temos então três diedros, cada um relativo a uma das arestas (ou, também, cada 
um oposto a uma das faces). 


A união das três faces é a superficie triédrica. Os demais pontos do triedro 
formam seu interior. 


Triedro trirretângulo 


Um triedro é chamado trirretângulo se as suas 
três faces são ângulos retos. 


Exercicios Resolvidos 


88) Demonstre que, em todo triedro, a medida de cada face é menor do que à 
soma das medidas das outras duas. 


Solução 


No triedro tri (V. P, Q, R). suponhamos que a face QVR seja a maior das 
três e provemos que 


med (QVR) < med (PVQ) + med (PVR) 


Tomemos em QVR a semi-reta VP' tal que V 


QVR'=PVQ e sobre essa semi-reta tomemos 

um ponto A'. Sobre VP tomemos outro ponto A, 
.—s es — 

tal que VA = VA. Agora, se tomarmos em VQ um 

ponto B qualquer, obteremos a seção ABC do 


triedro (como a figura ilustra). Passemos à À 
demonstração. 


quenos 


a) AABV=AABV(LAL). logo AB = A'B. 
b) No 4 ABC temos BC < AB + AC (exercicio 6.17) 


c) Assim, AB + AC < AB + AC, isto é AB + AC < AB + AC, donde 
AC<AC. 


d) Comparando o A A'VC com o 4 AVC (veja exercício 6.21), concluímos 
que 


med (A' VC) «med (AVC) 
e) Concluindo, escrevemos: 


med (BVC) = med (BVA') + med (A'VC) < med (AVB) + med (AVC) 
que é a tese. 


8.9) Em todo triedro, a soma das medidas das três faces é menor do que 360º. 


150 


8.10) 


8.11) 


8.12) 


Solução 


Seja o triedro (V, A, B. C) cujas faces têm 
medidas f,, f2 e fa (com a figura indica). 
Seja VC' a semi-reta oposta a VC e 
consideremos o tredro (V, A, B, C). 
Como C'VA e CVA são suplementares, 
temos f',» = 180º — fá. Do mesmo modo, 
f', = 180º — f,. Pelo exercício anterior, 
temos 


fa<f4+f', 


donde 
fa < (180º — f,) + (180º — f5) 


e assim 
f, + fo + f; < 360º 


Existe triedro cujas faces tenham iguais a 40º, 50º e 100º ? 


Solução 


Não existe, pois uma das faces teria medida maior do que a soma das 
outras duas. 
100º > 40º + 50º 


Sejam f,, f2e fs as medidas das faces de um triedro. Mostre que 

fa>/H—fo| 
isto é, que qualquer delas é maior do que o módulo da diferença das outras 
duas. 


Solução 
Pelo exercicio 8.8, escrevemos 
f, < fa + fa, donde f >f-—f 
e 
fo <f,+ fa, donde f; > fz — f, 


Logo, 
fa > |f4 — fal 


Observação: Para que três números dados, f;, f2 e fá, possam ser as 
medidas em graus das faces de um triedro, é necessário e suficiente que 
tenhamos as seguintes condições: 

1)0º<f,<180º, 0º<f,<180º,0º<f;<180º 

2º) f + fz + fy < 360º 

3”) |fi—fo| <fa<fi+f> 


Determine o intervalo em que deve variar x para que 100º, 120º e x sejam 
as medidas das faces de um triedro. 
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Solução 


Vamos impor as lrês condições acima 


1) 00<x< 180º (1 
27) 400º + 120º + x < 350º >x< 140º (2) 
3º) |100º — 120º |<x< 100º + 120º > 20º <x<220º (3) 
Rj 20º 140º 180º 220º " 
(1) « E TS 


(2) a 


(3) O —>>>>—>——— —s 
Oo 


à interseção das condições (1), (2) e (3) nos dá 
20º <«x=< 140" 


8.13) Determine o intervalo em que deve variar x para que x, x + 10º e x + 50º 
sejam as medidas das faces de um triegra. 


Solução 


Impondo as condições: 


190º <x< 180º (1) 
0!<x+10º<1480º5>-10º<x<170º (2) 
0º<x+50º<180º=>-50"<x<130º (3) 

2º) x + (x + 10º) + (+ 50º) « 360º >> x <«< 100º (4) 


33]x-(x+ 10 [<x+ 50º <x+ ix + 10% 


Na inegquação da esquerda: 10º «x + 50º = x>- 40º (5) 


Na inequação da direita: 50º «x + 10º => x > 40º (6) 
50º dO 100 qo ago 100º 130º 170º 1800 |, 

moi li ds 

(2) Vo OO 

(3) O io D>>—>———O 

(4) >> + iG 

(5) O————— io 

(6) Gi — 
à—S 


à interseção dessas condições dâ-nos 


40º « x = 100º 
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8.8 - TRIEDRO POLAR DE UM TRIEDRO 


Seja dado um triedro tri (V,. A, B,. C). 
Considerado a face AVB, vamos conduzir 
uma semi-reta VC' obedecendo às duas 
condições seguintes: 

1) VC: deve ser perpendicular ao plano da 
face AVB. 


2º) Os pontos €C' e € devem estar em semi- 
espaços opostos com relação ao plano 


da face AVB. 


Tomemos também as semi-retas VA e 
VB' com o mesmo processo, considerando as 
faces BVC e AVC. As três novas semi-retas 


determinam um triedro tri (V, A', B', C'), que se 
denomina polar do tredro tri(V. A, VC). 


Exercícios Resolvidos 


8.14) Mostre que, se tri (V, A', B, C) é polar detri(V, A. B, C), então tri (V. A, B, 
C) é polar de tri (V. A, B, C). 


Solução 
Temos mé, dé 
Bico PANE 0) 
IVA IVC (2) 
e” 
(VB L VA 
vB LAVCS>: er (3) 
[VB'1 VC (4) 
es e 
Pesaves(VELVA (5) 
Ivêu VB (6) 


De (3) e (5): VA LB'VC' 
De (1) e (6): VB LA'VC' 
De (2)e (4): VC LA VB 


Logo. tri (V. A, B. C) é polar de tri (V, A! B'. C9. 
Com este exercicio, podemos dizer que os dois triedros são polares entre si. 


8.15) A cada face de um triedro corresponde um diedro no seu polar. Por 
exemplo, a face AVB do triedro dado (oposta à areta VC) corresponde, no 
polar, o diedro cuja aresta é VC'. Indiquemos por f, fo, fs as medidas das 
faces do triedro e por d',, d'z, d's as medidas dos correpondentes diedros no 
polar. 
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Mostre que 
fra =fotdo,= fa + da = 180º 


Solução 


Vamos rever a observação feita no exercicio 8.6. A situação existente entre 
e 

as semi-retas VA e VÊ e o diedro (VÊ. A', B' é exatamente aquela do caso 1. 

estudado na observação citada: os ângulos considerados são suplementares. 


8 15) Mostre que a soma das medidas dos três diedros de um triedro está entre 
180º e 540º 


180º <d,; + da+ dy< 540º 
Solução 


Consideremos, no triedro polar, as medidas das façes correspondentes aos 
diedros do trigdro dada. Temos, pelo exercicio anterior: 


1= 180º — 
da = 180º — f'5 
da = 180º —-f' 
donde 
dit da+ da= 540º ([ + f'+ Es) = 540º (1) 
Além disso, 


Ptfia+fa=540º- (d+ d+ ds) 


e como fi + [5 +f's< 360º (veja exercicio B 9) resulta 
540º - (0, + do + da) < 360º 
dit d+ dC > 180º (2) 
Por (1) e (2), temos 
180º « d, + da + dy < 540º 


B.1/) Mostre que, num tredro, d, + do < dy + 180º, 


Solução 

Temos 
f,=180º-d, 
f; =180º- d, 
f, =180%-0, 


e como f's< [4 + f'> (veja exercicio 8 8) resulta 
180º = ds < (180º = dy) + (1B0º — do) 
donde 
dit dos da + 160º 
E clara que também valem as desigualdades: 
dit da<d+ 180º 
da+dss d+ 180 
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8.18) Existe triedro cujos diedros tenham medidas iguais a 140º. 130º e 80º”? 
Solução 


Não existe, pois se fosse d, = 140º, d; = 130º e da = 80º, teriamos. 
d; + d2 > ds + 180º 


8.19) Existe triedro cujos diedros tenham medidas iguais a 70º, 30º e 10º? 
Solução 


Não existe, pois teriamos d; + dz + da < 180º. 


8.20) Determine o intervalo em que deve variar x para que 140º, 30º e x sejam as 
medidas dos diedros de um triedro. 


Solução 


Para que 140º, 30º e x sejam as medidas dos diedros de um triedro, os seus 
suplementares 40º, 150º e 180º — x devem ser as medidas das faces do 
triedro polar. Vamos impor as três condições (como no exercicio 8 12): 
1) 0-<x < 180º (1) 
22) 40º + 150º + (180º — x) < 380º > x > 10º (2) 
3º) 140º —- 150º |< 180º —- x< 40º + 150º > 

=> 110º < 180º x < 190º > 

>-70º<-x<10º> 

= — 10º < x< 70º 


-109 0º 10º 170º 180º ' 
oo | EE TR 
(2) gp — 
| 6 LS 
Oo-—..O 
À interseção das condições (1), (2) e (3) dá-nos: 
10º <x«<70º 


8.9 - ÂNGULOS POLIÉDRICOS CONVEXOS 


co «Sejam n(n 2 3) semi-retas de mesma origem V: 
VA, VÃ», .... VAn, sucedendo-se circularmente (*) de tal 
modo que três semi-retas consecutivas: 

LA - ” 

(VAr, VÃ», VAs) 

> La Lad 

(VÃ>. VA, VÃS) 


Li d es Lad 
(VAn, VÃr, VAD) 


(*) Quando dizemos que as semi-retas se sucedem circutarmente. queremos significar que apôs a última 


(VA,) devemos voltar à primeira (VA,) e continuar a enumeração. 
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não sejam coplanares Admitamos ainda que cada par de semi-retas consecutivas. 
.- - os .” a ' demais 

(VAs, VAZ), (VAZ, VA3), .... (VAN, VA:) define um plano que deixa todas as 

em um mesmo semi-espaço. 


Indiquemos por E1, E, ..., E, os semi-espaços fechados, definidos pelos 
pares de semi-retas consecutivas e que contém as demais semi-retas. 


A interseção E, m E2 9 ... m E, desses semi-espaços fechados é uma região 


convexa do espaço denominada ângulo poliédrico. 


Podemos usar a notação (V, Ai, Az, ..., An). 
Vértice: é o ponto V. 
Arestas: são as semi-retas VÃ... VA, 


Faces: são os ângulos ANA, asia AnVA.. 


Um ângulo poliédrico está relacionado, também, a n diedros, determinados 
cada um por uma das arestas e as duas faces que a contém. 


A união das faces é a superficie poliédrica e os demais pontos formam o 
interior 


Exercícios Resolvidos 


8.21) Prove que a soma das medidas das faces de um triângulo poliédrico 
convexo é menor do que 360º. 


Solução 


Se cortarmos o ângulo poliédrico por um plano 
secante a todas as arestas, obteremos um 
poligono convexo de vértices 


As, Aa, y An 


Consideremos os triedros de vértices As, Az, 
-- An. Em cada um deles, a face que contém o 
poligono tem sua medida menor do que as das 
duas faces restantes (estas últimas são 
ângulos internos dos triângulos VA,As, VAzAS, 
o VAnÃi). Seja T a soma das medidas dos 
ângulos internos desses triângulos, 
excetuados aqueles ângulos com vértice V. Então, se P indicar a soma das 
medidas dos ângulos internos do poligono, teremos 


P<T 


Seja S a soma das medidas das faces do ângulo poliédrico. É claro, então, 


que S + T equivale à soma das medidas dos ângulos internos de todos os 
triângulos, logo 


S+T=n.180º 
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8.22) 


823) 


a 24) 


donde 
T=n.180º- Ss 


Por outro lado, P = in — 2). 180º (veja o exercicio 6.42) Assim, a 
desigualdade P < T fica 


(n-2)180º<«n. 180º —- 5 


donde tiramos 5 < 360º, 


Considere um ângulo poliedrico de quatro faces. Mostre que a medida de 
cada face é menor do que a soma das medidas das demais. 


Solução 
Indiquemos as medidas das faces AVB. BVC, 


CVD e DVA, respectivamente. Por &, fa, f) e 
fs. Seja também fs à medida do triângulo BvD. 


No triedro (V, À, B, Dj temos 
fi< fa + fs 0) 
eno triedro (4, B, C, D) temos 
fs=< tz + fa (e) 


Somando (1) e (2), vem 


fr+fs<fo+ris+fe+ts 


donde 
fr=t+f+ ts 


Nota: Esta propriedade se generaliza facimente para qualquer ângulo 
polégrico convexo. 


Existe ângulo poligdrico convexo de quatro faces, cujas faces medem 10º, 
20", 30º e 60º? 


Solução 
Não pois uma das faces leria medida igual à soma das demais: 
50º = 10º + 20º + 30º. 


Existe ângulo poliêdrico convexo de qualro faces, cujas faces medem 60º, 
80º, 100º e 180º? 


Solução 


Não, pois a soma das medidas das quatro faces seria maior do que 360º, 
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Exercicios Propostos 


8.25) 


B.26) 


8.27) 


8 28) 


8.29) 


8.30) 


3.31) 


8.32) 


8.33) 


B.34) 
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Pelo ponto M situado numa face de um diedro, fora da aresta, conduz-se 
uma reta perpendicular à outra façe. Por um ponto N dessa perpendicular 
conduz-se uma nova reta, perpendicular à aresta t do diedro em P. Prove 
que MP 11. 


Mostre que os bissetores de dois diedros adjacentes e suplementares 
formam um digdro reto. 


Prove que se por um ponto A no interior de um diedro (não raso) 
conduzimos as retas re s perpendiculares às faces do diedro, então o plano 
pltr 5) & perpendicular à aresta desse diedro. 


Seja um diedro reto e dois pontos. M e N, um em cada face, pelos quais 
lraçam-se as perpendiculares à aresta, encontrando-a nos pontos À e B, 


respectivamente, A £ B Prove que, se MA = NB, então a reta MN forma 
com as faces do diedros ângulos congruentes. 


Sendo BC a aresta de um diedro, tomam-se A e A! um em cada face, de 
modo que 4 ABC e A A'BC sejam equilateros A perpendicular de A' à outta 


face encontra esta no ponto M. Prove que, se 4 MBC é retângulo em M, 
então AM = BM. 


Tem-se um diedro AtB, não raso. Por À conduz-se uma reta perpendicular 
à Outra face, que a encontra em P. Toma-se o ponto A', de modo que F seja 
ponto médio de AR. Mostre que 

meu (AtA') = 2 med (AIB) 


Seja um diedro agudo, de aresta t Pelo ponto O « ttomemos as sem-relas 
e OB, uma em cada face, sendo OA 1 te OB não perpendiculares a t, 
Prove que a medida do ângulo AÓB é maior do que a medida do diedro. 


Dado o ângulo ABC, conduz-se a semi-reta Bb obliqua aco planó do ângulo 
& tal que os ângulos ABD e CBD sejam congruentes. Traçando-se por D 
uma reta perpendicular ao plano (À, B, C) esta vai furá-lo no ponto E 
situado no interior do ângulo ABC. Prove que o semiplano (BD, Ejéêo 
bissetor do diedro (A, BD, E. 


Quantos triedros ficam determinados por três retas não coplanares, que se 
interceptam em um ponto? 


Responda sim Ou não, caso seja ou não possivel construir um triedro cujas 
faces tenham as medidas dadas. 


ap RS DU 38; cr se ao e) 150º, 140º, 80º, 
b) 110º, 80º, 50º, q) 92º, BA” 36º: f) 140º, 130º, 90º, 


8.35) 


8.36) 


8.37) 


8.38) 


8 39) 


8 40) 


Determine em que intervalo varia x se as medidas das faces de um lnedro 
são: 
a) 85º, 72º” ex By ga die x 


Dois diedros de um triedro medem 50º e 120º. Em que intervalo deve variar 
a medida x do terceiro diedro? 


Num trigdro, duas faces medem 45º e o diedro determinado por elas é reto 
Mostre que a terceira face mede 60º. 


Uma das faces de um triedro mede 90º. As duas outras 5ão congruentes 
entire si. Um plano perpendicular ao plano da primeira face determina nas 
três arestas segmentos congruentes Prove que as duas faces medem 50º. 


Responda sim qu não, caso seja possivel construir um ângulo poliádrico 
convexo cujas faces tenham as medidas dadas: 

a) 30º, 90º, 60º, 150º; c) 42º, 62º. 72º 82º 92º, 

b) 50º. 50º, 110º, 140º, d) 23º, 36º, 85º, 2º, 98º, 100º; 
Determine qual é à número máximo de faces que pode ter um ângulo 


polédrico convexo no qual todas as faces lêm medida igual a: 
a) 90”, bj 60º, c) 45º: d) 30º. 
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Exercicios Suplementares 


1.1) 


111.2) 


111.3) 


W11.43 


H1.5) 


1.6) 


1.7) 


H).8) 


9) 


10) 


11.11) 


11.42) 


111.13) 
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Demonstre que todas as relas que passam por um ponto dado e formam 
ângulos reto com uma rela dada estão contidas em um mesmo plano. 


Dadas duas retas concorrentes e um ponto P, mostre que existe uma única 
reta que passa por P e forma ângulo reto com as duas retas dadas. 


Dados uma reta r e um plano « obliquos e um ponto A fora de re dee, 


como se pode obter um plano paralelo à reta e perpendicular ao planô q, 
passando por A? 


Uma reta r é perpendicular a duas retas s e t, paralelas entre si e contidas 
em um plano u. Que se pode concluir sobre a posição de r em relação a a? 


Uma reta r é ortogonal a duas retas s e t, paralelas entre si e contidas em 
um plano «. Que se pode concluir sobre a posição de r em relação a 0? 


.—s 
Pelo lado BÊ de um triangulo ABC conduz-se um plano « 1 AB. Toma-se 
em « à ponto D, de tal modo que o 4 BDC seja retângulo em B. Que se 


pode dizer da posição do lado BD em relação ao plano pi (A, 8, C) é do lado 
BC em relação ao plano pi (A, B, D)? 


Prove que se uma reta r está contida em um plano perpendicular € uma reta 
s, então a reta s lambém esta contida em um plano perpendicular à reta r. 


Seja « O plano de um triângulo ABC Vamos conduzir por A asretasr 1 BD 
est BC Mostrequeu ai pltrs). 


Num plano « tem-se um losango ABCD. Fora de «, toma-se o ponto P, 
equidistantes das extremidades Be D da diagonal menor do losango. 
Mostre que BD 1 pi(A, CP). 


Sendo « o plano do quadrado ABCD, pelo lado AB toma-se o plano B L «x. 
Em [3, constrói-se um quadrado ABEF. Prove que AC 1 BE 


Pelo ponto de interseção M da diagonais de um quadrado ABCD, conduz-se 
a reta PM perpendicular ao plano do quadrado. Mostre PC 1 BD 


Uma reta r e um plano « são obliquos. Por um ponto À = «, construa uma 
reta sc «4, que forme ângulo reto com r. 


Pelo vértice A do triângulo ABC (AB = AC) conduz-se a reta AP 
perpendicular ao plano do triângulo. A reta que passa por P e é 


perpendicular a BC corta-a em M. Prove que M é o ponto médio de BO 


os af as 
1.14) Pelo lado AB de um triângulo equilátero ABC toma-se um plano « 
perpendicular ao plano [| do triângulo. O ponto D E: « é vérice de um 


triângulo isósceles ARED (AD = ED), Mostre que AB HE co 


115) Fora do plano de um triângulo ABC equilátero de lado a, toma-se um ponto 
D cujas distâncias aos vértices do triângulo são iguais a a Mostre que 


AD 1 BC. 


116) Uma reta perpendicular a uma das faces de um diedro forma ângulo de 
medida « com o semiplano Dissetor. Determine a medida do diedro 


111.17) Uma reta perpendicular ao semiplano bissetor de um diedro forma ângulo de 
medida « com a face do diedro, Determine a medida do diedro. 


1.18) Uma reta contida em uma seção reta de um diedro forma ánqulos de medida 
“u com uma face é com o semiplano Wissetor. Calcule 4 medida do diedro 
(45º << 90º. 


111.19) As medidas em graus das faces de um lnedro são Za, Bu e Sr Determina 
os possiveis valores de n. 


[11 20) As medidas em graus das faces de um lnedro são mx, du e x, sendo 60º < « 
«90º Determine os possiveis valores de x. 
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PARTE IV 


Capitulo 9 -— Lugares geometricos. Circulo e 
esfera 


Capítulo 10 — Áreas dos polígonos 


Capitulo 11 — Semelhança de triangulos. 
Relações métricas 


Capítulo 12 — Razões trigonométricas. Áreas do 
círculo e dos setores 


Capítulo 
Lugares geométricos. 


Circulo e esfera 


9.1 - LUGAR GEOMÉTRICO 


À expressão lugar geométrico significa o mesmo que conjunto de pontos. 
ou figura. E comum utilizarmos o nome de lugar geométrico para indicar um 
conjunto de pontos conhecido através de uma determinada propriedade Por 
exemplo, o conjunto dos pontos que são equidistantes de dois pontos dados é um 
lugar geométrico. Os livros modernos de Matemática começam a omitir essa 
expressão, já que ela não passa de um substituto para a palavra figura. mas a 
tradição é forte e o uso do nome lugar geométrico ainda se conserva, talvez por 
alguma razão didática. 

Para comprovarmos que uma determinada figura é o lugar geométrico 
definido por uma dada propriedade, é necessário demonstrar que: 

a) Todos os pontos que pertencem à figura considerada possuem a 

propriedade. 


db) Todos ponto que possuia propriedade dada pertencem à figura. 


Os exemplos que examinaremos a seguir irão esclarecer estas ideias. 


Exercícios Resolvidos 


9.1) Sejam dados dois pontos, A e B, distintos. e um plano « que contém esses 
dois pontos. Prove que o lugar geométrico dos pontos de a, que são 
equidistantes de A e de B. é a reta mediatriz do segmento AB, contida em «a. 
Solução 


Seja r a mediatriz de AB, contida em « (veja o exercício 6.3). 


A 
a) Se P e r, provemos que PA = PB. SeP=M AP 

(ponto médio de AB), é imediato que PA = PB. 

Se PM, como 4 APM =A BPM (LAL). tem-se 

PA=PB. | 

A =] B 

IM 
] 
Yr 
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9.2) 


9.3) 
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b) SePeaePA=pPB, provemos quePerSePe 


AB, então P=M, logo Pe r SeP e AB, sejam ú 
os triânguios A APM e 4 BPM. Pelo LLL, eles 
são congruentes, portanto AMP =BMP, logo 


estes dois ângulos são retos: PM LAB. Assim, A 
PM=r, dondePer M 


r 


Sejam dados dois pontos, Ae B, distintos. Prove que o lugar geométrico dos 
pontos (do espaço) que são equidistantes de A e de B é o plano mediador 


do segmento ÂB, isto é o plano que é perpendicular ao segmento e 
contém o seu ponto medio. 


Solução 

Seja « O plano mediador de AB. 

a) SeP « «a, provemos que PA = PB. 

Se P=hM, é imediato que PA = PB. 
Se P = M, então PM 1 AB, logo PM é a 
mediatriz de AB no pl(A, B, P): PA=PB. 


b) Se P é atual que PA = PB, provemos que 
Peu. 


SeP e AB entãoP=M logoPea. Se 


Pe AB, fica determinado o plano pl (P, AB), 


no qual P pertence à reta mediatriz do segmento AB. Assim, PM 1 AB, 
donde PM cuePeu. 


Prove que o lugar geométrico dos pontos s pertencentes a um ângulo AÓB, 


que são equidistantes das retas OA e OB, é a semi-reta õs, bissetriz de 
AÔB. 


Solução 


a) SeP e ós, provemos que 5 =ô 


p.OA “pOB' 
isto é PQ = PR (veja, no exerc. 6.5, a 
definição de distância de um ponto a uma 
reta). E verdade que PQ = PR, pois 
4 OPQE A OPR (exercício 6.43). A tese é 
imediata também quando P = O. 


9 4) 


9.5) 


9.6) 


b) Seja Pe AÔB, tal que à e provemos que P « 6s 


POA dp. 65 


SeP=O,é claro que P e Õs. se Pe * O, como A OPQ = OPR (exerc. 
6 43), temos PÔQ E PÔR, logo OP = OS e. assim. Pe OS. 


Sejam r e s retas concorrentes do plano «. Determine o lugar geométrico 
dos pontos desse plano, que equidistam der e de s 


Solução 


As retas r e s definem quatro ângulos: AÓB. BÔC, cóD £ DÔA, cujas 
respectivas bissetrizes são ÕS.. OS. OS e 

s Provemos que o lugar geométrico 
procurado é união das quatros bissetrizes. 
que indicaremos por u 


a) Seja Pecu. Então, P pertence a uma das 
bissetrizes, por exemplo, P e OS; Então. P 


é equidistante dere des. 


b) Seja P e a, equidistante de r e de s. Ora. P deve pertencer 
obrigatoriamente a um dos quatro ângulos, por exemplo, P e AÔB. Então 
Pe OS. logo P e u. 


Sendo assim, o lugar geométrico dos pontos do plano (r, s) que são 
equidistantes das retas concorrentes re s é a união das duas retas que 
contém as bissetrizes dos ângulos definidos por res. 


Prove que o lugar geométrico dos pontos (do espaço) pertencentes ao 
diedro ArB, que são equidistantes dos planos (A, r) e (B, 1), é o semiplano 
(S, r) bissetor do diedro. 


Solução 


Dado um ponto P e ArB, consideremos por P a 
seção reta do diedro, a qual é um ângulo Ô. 

a) Se P pertence ao semiplano bissetor, enquanto 
P pertence à bissetriz de Ô, logo P equidista dos 
lados desse ângulo e portanto equidista dos 
planos (A. ne (B, rn). 

b) Se P equidista dos planos (A, r) e (B, r), então P 
equidista dos lados do ângulo Ô, logo P pertence à 
bissetriz de Ô e portanto P pertence ao semiplano 
bissetor do diedro. 


Prove que existe um único ponto situado no plano do A ABC, equidistante 
dos três vértices desse triângulo. 
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9.7) 


9.8) 
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Solução 


Sejam r setas meciatrizes dos lados BC, 
ÃC e AB do A ABC, respectivamente, todas 
contidas no plano do triângulo. Seja O a 
interseção de re s Como O e r, temos 
OB = OC. Como O e s, temos OA = OC 
Então, esse ponto equidista dos três 
vértices (e é o Único nessas condições). 


Nota: Como OA = OB, fica provado também que O e t, isto é, que as 
mediatrizes dos lados de um triângulo cortam-se em um mesmo ponto. Esse 
ponto O tem nome de circuncentro do triângulo 


Prove que as retas que contêm as três alturas de um triângulo cortam-se em 
um mesmo ponto. 


Solução 


Consideremos o A PQR, cujos lados 
contêm os vértices do A ABC e são 
paralelos aos lados opostos deste. Pelo 
exercicio 6.44, os pontos A, Be C são os 
pontos médios dos lados do A PQR. logo 
as retas que contêm as alturas do A ABC 
são mediatrizes do A PQR Assim, essas 
retas cortam-se em um mesmo ponto H, 
que é o ponto 4 PQR. 


Nota: O ponto H é denominado ortocentro do 4 ABC. 


Prove que existe um único ponto situado no plano do A ABC, equidistante 
dos lados desse triângulo (isto é, equidistante das retas suportes desses 
jados). 


Solução 


Sejam AP, BQ e CR as bissetrizes ir internas 
do 4 ABC. Seja | a interseção de AP e BO. 
É claro então que | equidista dos três lados 
do triângulo, pois: 


le AP > d,45 €ô — 


e—s - - 
Ie BQ > 5x; =ô a 


Nota: Como à ZE x - de fica provado também que | e CR, isto é, que as 


bissetrizes internas de um triângulo cortam-se em um mesmo ponto. O 
ponto | chama-se incentro do triângulo. 


9.9) Determine o lugar geométrico dos pontos (do espaço) equidistantes dos 
vértices de um triângulo 


Solução 


Sejam u, 3 e y os planos mediadores dos Fr 

lados do 4 ABC. Ser = um p, então os vs e 
pontos dessa reta equidistam dos três << 
vértices, logo 1 c y Isso mostra que os três 

planos mediadores interceptam-se segundo c << < 7 

uma mesma reta r, a qual é perpendicular 
ao plano do triângulo e passa pelo ponto O, 
circuncentro do A ABC. 

A reta r é o lugar geométrico procurado Já vimos que todo ponto de r 
equidista dos vértices do 4 ABC. Por outro lado, todo ponto que equidista 
dos três vértices aos planos «a, 8 e y, logo pertence à reta r 

Sendo assim, o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos vértices de 
um triângulo é a reta perpendicular ao plano do triângulo e que passa pelo 
seu circuncentro 


9.10) Prove que em todo triedro os semiplanos bissetores dos três diedros 
passam por uma mesma reta. 


Solução v 


Seja VS a interseção dos dois semiplanos bissetores 
dos diedros de arestas VA e VB Os ponto de VS 


são equidistantes das três faces do triedro, logo C 
situam-se também no bissetor do diedro da aresta A B 

VC s 

VS. 


Exercícios Propostos 


9.11) Prove que o lugar geométrico dos pontos do espaço equidistantes de dois 
planos secantes «a e |) é a união dos dois planos que contêm os bissetores 
dos diedros definidos por « e 3. 


9.12) Pelas arestas de um triedro passam-se os planos perpendiculares às faces 
opostas. Demonstre que esses três planos passam por uma mesma reta. 


9.13) Pelas arestas de um triedro passam-se os planos que contêm as bissetrizes 
das faces opostas. Demonstre que esses três planos passam por uma 
mesma reta. 


9.14) Pelo vértice de um triedro conduz-se uma reta contida no plano de uma face 


e perpendicular à aresta oposta. Faz-se o mesmo com as outras duas faces. 
Prove que as três retas obtidas são coplanares. 
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915) Prove que, dados quatro pontos não coplanares, existe um único ponto 
equidistante deles. 


9,2 — CIRCUNFERÊNCIA E CIRCULO 
Circunferência 


Sejam dados um número positivo r e, num plano «, um 
ponto O O lugar geométrico dos pontos desse plano, cuja P 
distância a O é igual a r, chama-se circunferência. O ponto O é 
o centro e o número r é o raio. 


O ) 

A 

Então, para um ponto P qualquer pertencente à Fi 
circunferência, tem-se PO =. 


Damos também o nome de raio a qualquer segmento com uma extremidade 
no centro e a outra em um ponto da circunferência. 

Dois pontos A e B pertencentes à circunferência definem um segmento AB 
que se denomina corda Se a corda AC contém o centro, ela se chama diâmetro. 
Como AO = CO, o centro O é o ponto médio do diâmetro, logo a medida do 
diâmetro é o dobro do raio 


| 
qorsircun Crónica 


s 
EA B BZ 
Aa EA 
TÁ SM vá 
-” diâmetro | O 


| | 


Uma corda AB determina um ângulo AÓB, chamado ângulo central, por ter 
seu vértice no centro À interseção do ângulo central com a circunferência cnama- 
se arco (é o arco compreendido pelo ângulo AÔB). Dá-se também o nome de arco 
à parte da circunferência situada fora do ângulo central considerado (este arco é 
chamado repiementar do arco compreendido pelo ângulo AÓB) Se o ângulo 


central é raso (isto é se AB é um diâmetro) os arcos determinados chama-se 
semicircunferencias. 


Medida de um arco, em graus 


Se o ângulo central tem a medida em graus igual a «, dizemos também que 
o arco compreendido por ele tem medida em graus igual «. 
Assim, uma semicircunferência mede 180º, a circunferência toda mede 360º 


O arco replementar de um arco de medida «a tem sua medida em graus igual a 
360º — «x. 


Círculo 


Chama-se circulo de centro O e raio r o lugar geométrico dos ( Jo 

pontos P que pertencem ao plano « contendo O e tais que PO sr. Eaé 
Os pontos P tais que PO < r formam o interior do círculo e E, 

os pontos do plano «, que não pertencem ao circulo, formam o Ed 

seu exterior. 
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Edi 


e, 
tao 


Um ângulo central AÔB intercepta o circulo segundo uma região chamada 
setor circular (compreendido pelo ângulo). A parte do circulo que não pertence ao 
ângulo AÓB também se Chama setor (replementar do primeiro). Se o ângulo 
central é raso (isto é, se AB é uma diâmetro). então os setores determinados são 


chamados semicírculos 
E. * 
semicírculo | 


“B O ia 


Exercícios Resolvidos 


9.16) Demonstre que, dada uma corda AB de uma circunferência de centro O e 
raio r, então todo ponto da corda pertence ao circulo e todo ponto da reta 


AB. que não pertence à corda, está no exterior do circulo 


Solução 

Sejam PentreAeBeQe AB, fora de AB A 
(pode-se supor que Q fica do lado do ponto B). A o p JBaQ 
Se AB é um diâmetro, é imediato que PO < BO =r 


e OO > BO = r, jogo P pertence ao circulo e Q 
está no seu exterior. Se AB não é um diâmetro, 
então temos o triângulo isósceles OAB. Pelo 


exercicio 6.45, temos também PO < BO =re 
QO0 > BO =r. 


Notas 

1º) Do exercício acima conclui-se que três pontos distintos, de uma 
circunferência, não podem estar alinhados, isto é, uma reta e uma 
circunferência têm, no máximo, dois pontos em comum. 

2") Reta tangente a uma circunferência — Seja T 
um ponto da circunferência. A reta r que passa 
por T e é perpendicular ao raio oT |, sendo 
contida no plano da circunferência, chama-se 
reta tangente. O ponto T é o ponto da 
tangência. A reta tangente tem em comum 
com a circunferência unicamente o ponto T. 
De fato, seP er,P*T.entãoo A OTP é retângulo, donde PO > TO =r. 
Assim, P não pertence à circunferência (está no exterior do circulo). 
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3º) Por um ponto P do plano da circunferência, 
situado no exterior do circulo, podem ser 
conduzidas duas retas tangentes Os 
segmentos PT, e PTa, cujas extremidades 
são o ponto dado e os pontos de tangência 
são congruentes. 


9.17) Em uma circunferência, o diâmetro perpendicular a uma corda divide a 
corda ao meio. Reciprocamente, um diâmetro que divide uma corda ao meio 
é perpendicular a essa corda. Prove estas afirmações 
Solução 
Seja AB uma corda (que não passa pelo centro). Como A 


OAB é isósceles, a reta OH perpendicular à base AB 
contém altura e a mediana. Logo, H é o ponto médio de AB. 


inversamente, a reta OH que liga O com o ponto médio H REL? B 
de AB é perpendicular a esta corda. 


918) Prove que, no plano de uma circunferência, a reta mediatriz de qualquer 
corda passa pelo centro. 


Solução 


Basta lembrar que O é equidistante das extremidades da corda, logo 
pertence a sua mediatriz. 


RE 


mao 


Prove que, pelos vértices de um triângulo, passa uma única circunferência. 


Solução c 


Uma circunferência que passa pelos vértices de um 
triângulo deve ter o seu centro num ponto O 
equidistante dos três pontos À, Be C. Pelo 
exercicio 9.6 existe um ponto assim, que é o A 
circuncentro do triângulo (interseção da mediatriz 

dos lados). 


Nota: A circunferência que passa pelos vértices do A ABC chama-se 
circunferência circunscrita ao triângulo. Dizemos que o 4 ABC é inscrito 
nessa circunferência. 


9.3 - ÂNGULOS NA CIRCUNFERÊNCIA 


Dada uma circunferência, todo ângulo com vértice num ponto da 
circunferência e cujos lados passam por outros dois pontos dela, chama-se ângulo 


inscrito na circunferência. Na ilustração, APB é um ângulo inscrito Dos dois 
arcos de extremidades A e B, aquele que não contém o ponto P (e que, portanto, 
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está contido no ângulo APB) é chamado arco 
correspondente ao ângulo APB ou arco compreendido 
pelo angulo APB. 

A noção de ânguio inscrito pode ser estendida ao 


caso de um ângulo APT com vértice P na circunferência, 
sendo que um dos lados PA contém outro ponto A da 
circunferência, enquanto que o outro lado PT é tangente a 
ela O arco de extremidades A e P contido no ângulo é o 


arco correspondente, ou compreendido pelo ângulo APT. 


Teorema 


A medida em graus de um ângulo inscrito é igual à metade da medida em graus 
do arco compreendido. 


Demonstração 


A demonstração deste teorema é feita separadamente para os vários casos 
possiveis. Consideremos em primeiro lugar os ângulos inscritos que não têm um 
lado tangente. 


1º) caso: Um dos lados do ângulo inscrito passa pelo 
centro da circunferência 


Se O e PB, então o ângulo central AÓB é o ângulo 
externo ao A AOP, o qual é isósceles Sejam «a e 3) as 


medidas de APB e AÓB Temos então B = 2u, ou seja, 


a --. o que é a tese, pois a medida em graus do arco 


compreendido é igual à medida do ângulo central. 


2º) caso: O centro da circunferência encontra-se no p 
interior do ângulo inscrito 


Neste caso, a semi-reta PO separa o ângulo APB 
em dois outros que satisfazem a hipótese do 1º caso. 


ar. 


, ' 
Temos (ver figura q, A e as - Então 
£ 


04 +Ug - Prite ou seja u = 5 
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3º) caso: O centro da circunferência encontra-se no 
exterior do ângulo inscrito 


Neste caso, a semi-reta PB (ver figura) separa O 
ângulo APO em dois, um dos quais é o ângulo APB. 


Temos q; A e ag - a Então 


(tg = E ou seja, « = 


NiD 


Consideremos agora os ângulos inscritos em que um dos lados é tangente 


(são os três casos indicados nas figuras). No primeiro caso, o ângulo APT é reto e 
o arco compreendido é uma semicircunferência, isto é, a = 90º e ) = 180º: 


3 
uz Õ. No segundo caso, temos «a = 90º + «q, B = 180º + Bj e a a. donde 


Bs 


E: 
resulta «x = ER No último caso, temos «a = 90º - q, = 180º -B:. e q, = 2" donde 


== 


Consequências 


1º) Dado um ângulo AP, inscrito, consideremos todos 
os ângulos inscritos, cujos lados passam por Ae Be 
cujos os vértices pertencem ao mesmo arco ÁP,B de 
extremidades À e B que contém P; (isto é, pertencem 
ao arco que é replementar daquele que é 
compreendido pelo ângulo AP,B ). Todos esses 


ângulos têm a mesma medida «, que é a metade da 
medida em graus do arco compreendido. Dizemos 
que os pontos Pi, P5, Ps, etc. vêem o segmento AB, sob ângulo de medida «. 
Em particular, os pontos À e B vêem o segmento AB sob qualquer ângulo. O 
arco ÁP,B é chamado arco capaz de um ângulo de medida a. 
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22) Dado um segmento AB, seja APB um arco capaz de um ângulo de medida «. 
Se tomamos um ponto de semiplano (P, AB) que não pertence ao arco APB, 
então esse ponto vê o segmento AB sob ângulo cuja medida é diferente de u. 


De fato. para o ponto C interno ao circulo (ver figura), o ângulo ACD é externo 
ao 4 BCC”, logo med (ACB) > u. Para o ponto D externo ao círculo, o ângulo 
AD'B é externo ao 4 BD'D, logo med (AD'B) < «. Isso mostra que todo ponto 
do semiplano (P.AB) que vê o segmento AB sob ângulo de medida « pertence 
ao arco capaz APB. Isto nos permite concluir que o lugar geométrico dos 


pontos do plano, que vêem o segmento AB sob ângulo de medida u, é a união 
dos dois arcos capazes de «q. 


3º) Dado o ângulo inscrito APB, se AB é um diâmetro 


dizemos que esse ângulo é inscrito na 
semicircunferência. Todo ângulo inscrito numa 
semicircunferência é reto. Além disso, podemos 
concluir também que o lugar geométrico dos pontos 
(do plano) que vêem o segmento ; AB sob o ângulo reto 
é a circunferência de diâmetro AB (a qual é a união do 
dois arcos capazes de 90º). 


9.4 - POLÍGONOS INSCRITOS E CIRCUNSCRITOS 


Um poligono é inscrito em uma circunferência se todos os seus vértices 
pertencem à circunferência. Diz-se que o polígono é circunscrito a circunferência 
se todos os seus tados tangenciam a circunferência em pontos de tangência que 
são internos a esses lados. Se o polígono é inscrito, dizemos que a circunferência 
é circunscrita ao polígono. Se o polígono é circunscrito, então a circunferência é 
inscrita no polígono 

No exercício 9.19 ficou estabelecido que a todo triângulo pode-se 
circunscrever uma única circunferência, cujo centro é a interseção das três 
mediatrzes dos lados do triângulo (circuncentro). Pode-se provar também, 
facilmente, que em todo triângulo é possível inscrever uma circunferência. cujo 
centro é a interseção das bissetrizes internas do triângulo (incentro) (veja o 
exercicio 9.8). Entretanto, outros polígonos com maior número de lados nem 
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sempre são inscritíveis ou circunscritiveis. Os exercicios seguintes dão as 
condições para O caso dos quadriláteros. 


Exercicios Resolvidos 


9.20) 


9.21) 
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Prove que todo quadrilátero convexo inscrito em uma circunferência tem os 
ângulos opostos suplementares. 


Solução 


. <—— 
Indiquemos os arcos de extremidades A e C por ABC 
e ADC. Temos: 


med(D) = | med (ABC) c 
2 á j 
med (B)= > med (ADO) Nos 


donde med (D) + med (=> (med (ÁBO) + med (ADO) = (360º) = 180º 


1 
2 
Da mesma forma, provamos que Â e C são suplementares. 


Demonstre que todo quadrilátero convexo que tem os ângulos opostos 
suplementares é inscritível em uma circunferência. 


Solução 


Seja ABCD um quadrilâtero que tem ângulos opostos 
BeD suplementares e consideremos a circunferência 
circunscrita ao A ABC. Devemos provar que D também sé 
pertence a essa circunferência. É claro que D e B estão À ger ni 
em semiplanos opostos com relação à diagonal AC. ia 
Seja D, um ponto sobre a circunferência, no mesmo 
semiplano de D. O quadrilátero ABCD, é inscrito, logo B 


Be D, são suplementares. Assim, D, =D. Mas então D deve pertencer ao 


arco AD:;C, que é o arco capaz do ângulo Di Portanto, D pertence à 


circunferência. 


Observação: Unindo os resultados dos exercicios 9.20 e 921 podemos 
dizer que uma condição necessária e suficiente para que um quadrilátero 
convexo seja inscritivel em uma circunferência é que tenha ângulos opostos 
suplementares. 


9.22) Prove que, se um quadrilátero é circunscrito a uma circunferência, a soma 
das medidas de dois lados opostos é igual à soma das medidas dos outros 


dois lados. 
Solução 
Basta notar que (veja a 3º nota do exercicio 9.16): 9) É . C 
AM = AQ Q 
MB = BN 
N 
CP=NC 
PD = QD pr A is DR É, 


Somando: (AM + MB) + (CP + PD) = (AQ + QD) + (BN + NC) 
togo AB + CD=AD+ BC 


9.5 - POLÍGONOS REGULARES 


Um poligono convexo é regular se tem todos lados congruentes e também 
todos os ângulos internos congruentes. 


(NLIÇISO 


O triângulo equilátero e o quadrado são exemplos de poligonos regulares. 
Vamos citar aqui duas propriedades dos poligonos regulares, dispensando 
entretanto a sua demonstração. 


1º propriedade 


Se uma circunferência é dividida pelos pontos A, Az, 
As, ., An (n 2 3) em n arcos de mesma medida, então o 
poligono que tem por vértices esses pontos é regular. E 
também regular o poligono circunscrito à circunferência tendo 
esses pontos como pontos de tangência. 
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2º propriedade 


A todo poligono regular é possivel circunscrever uma 
circunferência e inscrever outra, ambas com centro em um 
mesmo ponto. 

O raio da circunferência circunscrita é chamado raio do 


polígono e o raio da circunferência inscrita é chamado 
apótema do polígono. 


9.6 - ESFERA E SUPERFÍCIE ESFÉRICA 
Superfície esferica 


Sejam dados um número positivo r e um ponto O. O / . 
lugar geométrico dos pontos (do espaço), cuja distância a O é | dá 
igual a r, chama-se superfície esférica. O ponto O é o MN. 


; gp + P 
centro e o número r é o raio. Ro e 
Então, para um ponto P qualquer pertencente à j 


superficie esférica, tem-se PO = r. cd 

Damos também o nome de raio a qualquer segmento PÔ, sendo O o centro 
3 P pertencente à superficie esférica. 

Um segmento AB, com A e B na superfície esférica, chama-se corda. Se a 


“orda ÀB contém o centro O, ela se chama diâmetro. A medida do diâmetro é o 
lobro do raio. 


Esfera 


Chama-se esfera de centro O e raio r o lugar geométrico dos pontos P (do 
espaço) tais que PO sr. 


Os pontos P tais que PO < r formam o interior da esfera e os pontos que 
não pertencem à esfera forma o seu exterior. 


Exercícios Resolvidos 


9.23) Prove que um plano contendo o centro intercepta a superfície esférica 
segundo uma circunferência, cujo raio é o mesmo da superficie esférica. 


Solução 


Basta relembrar as definições de superfície 
esférica e de circunferência. Se q é um 
plano que contém O e o ponto P está 
interseção de « com a superficie esférica, 
então PO = r (raio da superfície esférica). 
Assim, P pertence a uma circunferência 
contida «, com centro O e raio r. 
Inversamente, todo ponto P dessa circunferência é tal que PO = r, logo 
pertence à interseção de « com a superficie esférica. 
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9.24) 


9.25) 


9.26) 


Prove que um plano que não contém o centro, mas tem mais de um ponto 
em comum com a superficie esférica, corta-a segundo uma circunferência. 
cujo raio é menor do que o da superficie 

esférica, 


Solução 


Na ilustração, O é o centro da superficie 
esférica, Ace au e OA 1a. SePe Q são 
dois pontos pertencentes à interseção de «a 
com a superficie esférica, então temos AP = AQ, pois 4 OAQ = 4 OAP. 
Assim, P e Q pertencem à circunferência contida em «, de centro A e raio 
AP (tem-se ainda AP «< OP). Inversamente, todo ponto X dessa 
circunferência é tal que OX = OP 


3 A TA, 


u 


Plano tangente à superfície esférica — Um plano que passa pelo ponto T 
de uma superfície esférica e é perpendicular ao raio OT chama-se plano 
tangente O ponto T é o ponto de tangência. Demonstre que todo plano 
tangente tem um único ponto em comum com a esfera, que é o ponto de 
tangência. 


Solução 


ponto Q = T. Como o 4 OTQ é retângulo em T, 
temos OQ > OT = r. Assim, Q é exterior à 
esfera de centro O e raio r. O único ponto que 
a pode ter em comum com a superficie 
esférica é o ponto de tangência T. 


Seja «u O plano tangente. Tomemos em «a O Fá a aid reesme a) 
ú 1 


Nota: Uma reta qualquer contida em « e passando pelo ponto T é uma reta 
tangente à superficie esférica. Assim, pelo ponto T passam infinitas retas 
tangentes, todas contidas no plano tangente e perpendiculares ao raio OT. 


Mostre que todos os pontos de uma superfície esférica vêem um diâmetro 
sob ângulo reto. 


Solução 


Os extremos A e B do diâmetro AB vêem esse 

segmento sob qualguer ângulo (como ficou 

convencionado), portanto também sob ângulo reto. A 
WE 

Seja P, distinto de A e B, um ponto pertencente à 

superficie esférica. O plano pl (A, B, P) intercepta a 

superfície esférica segundo uma circunferência, da 


qual AÊ é um diâmetro. Assim, APB é reto, por ser inscrito em uma 
semicircunferência. 
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Exercícios Propostos 


—s es : g » . E k 
927) Prove que se AC e BD são diâmetros de uma circunferência. então ABCD é 
um paralelogramo. 


928) São dadas duas circunferências concêntricas (isto é de mesmo centro). 
Uma corda da circunferência maior tangencia a menor. Mostre que o ponto 
de tangência divide essa corda ao meio. 


929) Na figura, a reta r tangencia a circunferência de centro O em T sendo AB 
um diâmetro, tem-se AP L re BÔ Lr Mostre que OP = OQ. 


3.30) Sendo O o centro da circunferência da figura e C um 
ponto tal que o = OB, calcule a. 


+31) Na figura, O é o centro da circunferência. Sendo 
a = 35º, calcule [3. 


9.32) Ângulo excêntrico interior - Dada uma 
circunferência, chama-se excêntrico interior todo 
ângulo com vértice em um ponto do interior do circulo. 


Um ângulo excêntrico interior APB cora a 
circunferência segundo um arco de medida a, sendo 
que o ângulo que lhe é oposto pelo vértice corta a 
circunferência segundo um arco de medida 3. Mostre / 
que 


a+p 


med (APB) = 
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933) Ângulo excêntrico exterior - Dada uma 


9.34) 


9.35) 


9 36) 


9.37) 


9.38) 


9.39) 


circunferência, chama-se excêntrico exterior todo 
ângulo com vértice em um ponto do exterior do 
circulo, cujos lados interceptam a circunferência Um 


ângulo excêntrico exterior APB corta a circunferência 
segundo dois arcos. de medida q e fp. sendo « > |). 
Mostre que 


med (APB) = 


a —|3 
2 


Num plano a tem-se um ponto A e fora desse plano tem-se o ponto B A 
cada reta de « passando por À conduz-se por B a reta perpendicular. Qual é 
o lugar geométrico dos pés dessas perpendiculares? (Os pés são os pontos 


em que duas retas perpendiculares se interceptam.) Supor que a reta AB 
não é perpendicular a a. 


Trapézio isósceles — Um trapézio é isósceles se tem dois lados opostos 
não paralelos e congruentes entre si Num trapézio qualquer, os dois lados 
paralelos são chamados bases. Na figura, 


AB e ED são as bases Â e B são os 


ângulos da base AB e Ce D sãoos 
ângulos da base CD. Um trapézio isósceles 
tem os ângulos de cada base congruentes: 


A B AzBeC =D Inversamente, um trapézio 


que tem os ângulos de uma base congruentes é isósceles (veja o exercicio 
6.48). 


D Cc 


Problema: Mostre que um trapézio é inscritivel em uma circunferência se e 
somente se ele é isósceles. 


Prove que todo paralelogramo inscritivel em uma circunferência é um 
retângulo. 


= Cc 
Na figura, o ponto C divide o arco ÁCB ao meio 
Mostre que o quadrilátero DEGF é inscritivel em uma q 
circunferência. 
E 


O 


Prove que se um quadrilátero é inscritivel em uma circunferência, então as 
quatro mediatrizes dos lados desse quadrilátero têm um único ponto 
comum. 


Prove que se as quatro bissetrizes dos ângulos internos de um quadrilátero 
convexo têm um ponto em comum, esse quadrilátero é circunscritivel a uma 
circunferência. 
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9.40) Seja ABCD um quadrilátero convexo tal 
que 


AB + CD = AD + BC 


(isto é no qual a soma das medidas de 
dois lados opostos é igual à dos outros 
dois) Podemos supor (sem perder a 
generalidade) que 


ABs BCsAD<sCD 


e we AB aa 
Seja M o ponto médio de AB, com a = E Tomemos N sobre BC. tal que 


BN =a, sendo b = BC — a Tomemos P sobre CD, tal que CP = b, sendo 
c=CD-b. Finalmente, tomemos Q sobre AD, tal que AQ = a, 


Prove que: 
a) QD=c; 
b) o quadrilátero MNPQ é inseritivel em uma circunferência; 


c) o quadrilátero ABCD é circunscritivel a uma circunferência, com mesmo 
centro daquela do item b. 


Nota: Este exercicio corresponde ao teorema reciproco daquele 
demonstrado no exercício 9.22. 
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Cmt 


Mostre que dados quatro pontos não coplanares, existe uma única 
superficie esférica que os contém. 


9.42) Determine o lugar geométrico dos centros das superfícies esféricas que 
passam por dois pontos, À e B. 


9.43) Determine o lugar geométrico dos centros das superfícies esféricas que 
passam pelos vértices de um triângulo dado, 


9.44) Determine o lugar geométrico dos centros das superfícies esféricas que 
tangenciam uma reta r dada, num ponto dado A e r. 


9.45) Determine o lugar geométrico dos centros das superfícies esféricas que 
tangenciam um plano a dado, num ponto dado À e a. 


9.46 


am 


Determine o lugar geométrico dos centros das superfícies esféricas 
tangentes a dois planos secantes, a e f3, dados. 


9.47) Uma reta corta uma superficie esférica nos pontos À e B. Mostre que o raio 
que é perpendicular a AB corta esta corda ao meio. 


9.48) Dada uma circunferência e um ponto fora do seu plano, determine o centro 


de uma superficie esférica que contém a circunferência e passa pelo ponto 
dado. 


Taz 


9.49) 


9 50) 


9.51) 


9.52) 


9.53) 


954) 


Mostre que os planos tangentes a uma esfera nas extremidades de um 
diâmetro são paralelos 


Mostre que os pontos do espaço que vêem um segmento AB sob ângulos 
reto pertencem à superficie esférica de diâmetro AB (o reciproco do teorema 
do exercício 9.26) 


Mostre que o lugar geométrico dos pés das retas perpendiculares 
conduzidas por um ponto A a todas as retas que passam por um ponto 
B = A é a superfície esférica que tem AB como diâmetro 


As retas r e s são ortogonais, AB é a 
perpendicular comum e o quadrilátero ABNP 
é paralelogramo (retângulo). Mostre que A. B, 


Pen pertencem à superfície esférica de 
diâmetro MN. 


Num plano « tem-se uma circunferência de 
centro A. Pelo ponto T dessa circunferência, 
conduz-se r tangente a ela e por r o plano f 
secante a q Determine o centro de uma 
superfície esférica que contém a circunferência 
e tangencia 3 em T. 


Seja uma circunferência de centro O, diâmetro 
AB e seja P um ponto dessa circunferência 
Por um ponto Q e AP traça-se uma 
perpendicular ao plano da circunferência, que 
corta a superfície esférica de diâmetro AB em 
R. Demonstre que AR é perpendicular ao 
plano pl(R,P, B). 
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Capitulo 


1 O Áreas dos polígonos 


10.1 — ÁREAS DOS POLÍGONOS 


Intuitivamente, a área de um poligono é um número que mede a sua 
extensão, ou seja, a porção de plano ocupada por ele. 

Desejamos, entretanto, estabelecer um significado mais precioso para esta 
ideia, fixando as propriedades que a área deve ter. 

A cada poligono, então, será associado um número rea! não negativo, 
chamado área, que deverá satisfazer as propriedades seguintes. 


1º) Poligonos congruentes têm mesma área. 


2º) Se um poligono P for decomposto como a união de 
um certo número de outros poligonos P:, P2, ... Pn 
de tal modo que dois quaisquer dentre eles tenham 
em comum pontos isolados ou segmentos, então a 
área de P é a soma das áreas desses polígonos. 


3º”) A área de um quadrado cujo lado tem medida a é 
igual a a?: 


S=a 
A partir destas três suposições, poderemos deduzir a 


za de outros poligonos Isto será feito a seguir, nos a 
exercícios resolvidos. 


Polígonos equivalentes 


Dois polígonos se dizem equivalentes se têm mesma área. 


Exercicios Resolvidos 


10.1) Área do retângulo — Mostre que a área de um retângulo cujos lados têm 


medidas iguais a ae bé 
| S=a-b | 


Solução 


Veja a ilustração. O quadrado que tem lados imediatos a + b compõe-se de 
quatro quadriláteros, dos quais dois são também quadrados (áreas iguais a 
e b?) e os outros dois são retângulos congruentes ao retângulo dado. Sendo 
S a área desse retângulo, temos 
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Então, 


2S+ a? +b?=(a+b) E 
a 
a 


b 
25 +a2+b!=a?+b?+2ab 
donde 
a a 
s=ab 

b b 

a b 

102) Área do paralelogramo - [Dado um 


103) 


paralelogramo ABCD, vamos escolher um dos 
lados, AB, que chamaremos base. Sua 
medida a também se chama base. A altura 
relativa à base AB é a distância h entre as 
retas AB e CD. Mostre que a área de um 
paralelogramo é igual ao produto de sua base pela sua altura: 


|S=a h | 


Solução 


Observe a figura. Como A AED = A BFC, suas 
áreas são iguais. Assim, a área do 
paralelogramo é igual à área do retângulo 
EFCD S=a-h. 


Área do triângulo - Dado um 4 ABC, se A 
escolhermos um lado, BC, com base (sua 

medida a também chama-se base), então a 

altura relativa à base BG é indicada por ha. 

Mostre que a área do triângulo é igual à B 


C 
metade do produto de sua base pela sua a 
altura: 
1 
S= 2 a- Na 
Solução 


Com CA'HAB e BAI AC, obtemos o 
paralelogramo ABA'C, cuja área é igual a 
a: ha Mas A ABC = A ACB (ALA), logo a 
área do 4 ABC é igual a metade da área do 
paralelogramo: 


S-Sach, 
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10.4) 


10.5) 


10.6) 


10.7) 
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Dado o 4 ABC, sejar a reta por À, paralela a 


A P 
ai Le + 
BC . Mostre que todo triângulo A PBC, com É Naa Ê 
base BC e o vértice P sobre a reta r, é Pe E) 
equivalente ao A ABC B C 
Solução 


Basta notar que os triângulos 4 ABC e 4 PBC têm mesma base BC=ae 


4 
mesma altura ha. logo ambos têm a mesma área S = Ze “ha. 


Sejam os triângulos ABC e PQR. Admitamos que ambos têm alturas iguais, 
relativas aos vértices A e P. Prove que a razão entre as áreas dos dois 
triângulos é igual à razão entre as suas bases BC e OR. 


Solução 


Sejam S; área do 4 ABC e Sz a área do 
A PQR. 


1 
Temos sS, = 5:BC.h e Ss = SA, 
Então, S1 = EC 
S» QR 
Área do triângulo — A altura h de um D b G 
o é a distância entre suas bases AB e E; » 
D. Sejam a e b as medidas das bases (que in 
também se chamam bases). Mostre que a |; = 
area do trapézio é dada por A E 8 
a+b) 
AR abdco RR 
Solução 
Ro naar ; D b C 
A área do trapézio é a soma das áreas dos é 
triângulos A ABC e 4 ACD: / E dá Ih 
SD ada A beh Pal m 
2 2 - Re qd 
donde 


(a+b) 
S="—"—.h 
2 


Chama-se perimetro de um polígono a soma 
das medidas de seus lados. É costume indicar 
o perimetro por 2p. onde Pp indica o 
semiperimetro, isto é, a metade do perímetro. 


Prove que a área de um triângulo é igual ao produto do seu semiperimetro 
pelo raio r da circunferência inscrita no triângulo: 


S=p:r 
Solução 
Seja | o incentro do triângulo ABC. Os triângulos A 
ABI, BCt e ACI têm áreas iguais a er, lar E 


2 
4 b 
e dai respectivamente. Assim, área do c 
A ABC é LTS 


Seda as pap DE O er 
2 2 Ea 2 


10.8) Lembremos que o apótema de um poligono regular é o raio r da 
circunferência inscrita nesse poligono. Prove que a área de um polígono 
regular é dada por S = p - r, onde p é semiperimetro. 


Solução 


Ligando cada vértice ao centro, o poligono fica 
decomposto em n triângulos congruentes (n é o 
número de lados do poligono). Cada um desses 


sa 1 E : 
triângulos tem área igual a EA Assim, a área do 


polígono é 


10.2 - TEOREMA DE PITÁGORAS 


Teorema 


Se um triângulo é retângulo, então o 
quadrado da hipotenusa é igual à 
soma dos quadrados dos catetos: 


a*=b?+c? 


Demonstração C 


O quadrado com lado medindo b + c é decomposto em a 
quatro triângulos congruentes ao A ABC e um quadrado cujo 
lado mede a. Seja S a área do A ABC. Temos 
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4sS+al=(b+c) 
Mas S=5b-c.. logo 


2bc + al = (b+c) 
2bc+a!=b?+ç)+2bc 
e então 
a =b+c 


Demonstremos agora o teorema recíproco do teorema de Pitágoras. 


Teorema 


Se os lados do A ABC medem a, bec 
e se tem à = b? + cÉ, então esse 


triângulo é retângulo, com hipotenusa 
aecateto bec. 


Demonstração 


ás Por um ponto P qualquer, tomemos a semi-reta D , 
PQ, de modo que seja PQ = c. Tomemos por P outra b 
semr-reta PR, perpendicular à primeira, de tal modo que 

seja PR = b. Assim, obtemos o A PQR, que é retângulo. 


A [o B 
Se a' é a sua hipotenusa, temos 


(a? - bp? E c? A 
, 2 2 2 E a! 
Mas é dado que aí =bº + cí. logo a'=a. Assim, A E 
ABC = A POR (LL L). donde À = P, ou seja, o 
angulo À é reto. Pp Cc Q 


Exercícios Resolvidos 


10.9) Fórmula de Herão — Prove que um triângulo de lados a, b, € € 
semiperimetro p tem área igual a 


S=«vyp(p-a)(p-b)(p-c) 
Solução 


Supondo c < b <a, então a altura AH divide o lado maior em dois 


segmentos, de medidas x e a - x (veja a figura). Temos S = -a “ha, donde 
as? = a?n (1) 
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No à ABH; c? =x? + hZ (2) 
No A ACH: b? =(a-x)º +hã (3) 


Então 


bêval-Zax+tx + hê =a”-2ax+ e 


donde a 
ja dE br 
Za 


22 ,c2-p?y 


De (2y hj=c? -xº = 2? - : 
da 


Assim, daºhi= 4a'c' - (a + cl b'jf= 
=[22c-(32+c-by][2ac+ (3 + —-bY]= 
=[b?-(aº+c'-2ac)]|a + cº+2ac)-D)]= 
= [2 (a - cy) [ta + c)ó- bº] = 
=(b-a+c)(bta-c)(arc-bjia+c+hb) 


Sendo a+b+c=2p temos. 
b-a+rc=(arb+c)-2a=2p-2a=2(p-a) 
b+a-c=(ja+b+c)-20c=2p-2Ze=2(p-c) 
a+c-b=(a+b+c)-2b=2p-2b=2ip-b) 

então 

4a hê=15pip-aj(p-b) (p-c) 
ou 
ani=apip-a)(p-b)fp-c) 


Substituindo esta expressão em (1): 
4s*=4p(p-aj(p-b)(p-c) 
S=pip-a)(p-b)(p-c) 


S=vplp-alp-bi(p-c) 


10.10) Determine a expressão que da: 
a) a diagonal de um quadrado de lado a; 
b) a diagonal de um retângulo de lados ae b; 
c) a altura de um triângulo equilátero de lado a: 
d) a área de um trêngulo equilátero de lado a; 
e) o apótema de um hexágono regular de lado igual a a: 
Bb a área do hexágono reguiar de lado a. 


e, finalmente: 
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Solução 


a) NoOA ABC: dº=a? + a? = 222, donde d = av2 
b) No 4 ABC: dº = a? + b?, donde d = Va? +b? 


é a 
c) No A HCB: a? =h2 (5) donde 


h2 = a? sã = Sa” 
4 4 
e assim 
p= 243 
2 
2 
d) na oa A 9 
Z 2 4 
e) O apótema do hexágono regular é a altura do triângulo equitátero OAB: 
(do av3 
eae 


f) Area do hexágono regular é igual a seis vezes do 4 OAB: 


2 2 
coga8 (da J3 
4 2 


10.11)Relação de Stewart - Seja P um ponto 
qualquer entre os vértices B e C de um 
triângulo ABC. Sendo AP = x, BP = y, 
PC = z, mostre que 


a(x + YZ) = by +c'z (relação de Stewart). 


Solução 


Consideremos a figura anterior. 


No A AHB:h?=c?-mº (1) 
No A AHP:h?=xº- (y-m) (2) 
No A AHC:hº=b?- (a-mj (3) 
De (1)e(2)xX-(y-m/=c-m 

donde:  2ym= C + y <5€ (4) 
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De(1)e(3):b'-(a-m=c-m 
donde: 2am=a?+c?-b? 
Multipliquemos (4) por a e (5) por y. 
2aym = ac? + ay? — ax? 
2aym=a'y+cy-b”y 
Assim, 
ay + cy-b?y=ac? + ay? — ax 
ax +ay-ay'=by+ac?- cy 
ad +ay(a-y)=by+ci(a-y) 
ad +ayz=b'y+ciz 
e, finalmente, 
até + yz) = b?y + ciz 


Se o ângulo B for obtuso, como na figura ao 
lado, então teremos: 


fre cem (1) 
ni=2—(y+mj? (2) 
h2=b-(a+m) (3) 


e a dedução conduz ao mesmo resultado. 
Examine o caso 


B = 90º 


10.12)No A ABC, AM = m; é a medida relativa ao lado BC. Determine ma. em 
função dos lados a, bec. 


Solução 


Apliquemos a relação de Stewart (veja o 
exercicio anterior), sendo x = ma, 


Exercícios Propostos 


10.13) Sendo d a diagonal de um quadrado, mostre que a area desse quadrado é 
2 
PRA 
2 
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10.14) Sendo d, e dz as diagonais de um losango, mostre que a área desse 
losango é 
Sa did, 
2 


10 15) Um terreno tem a forma de um quadrilátero, 
com lados medindo 9m, 17m, Bm e 12m, como 
indicado na figura. O ângulo BAD é reto. 


a) Calcule BD à ne 
b) Mostre que BDC é reto. A 12m D 
c) Determine a área do terreno 
A 
10.16) Na figura, sendo CE = BH e BD = HC, 
mostre que AD = AF. 
D E 
B MH 


10.17) Na figura, o A ABC é retângulo em A. Méo 
ponto médio da hipotenusa e DM 1 a. Se 
AC = 16, AB = 12 e DM = 6, calcule: 
a) DA, DBe DC; 
b) a área do 4 ABD; 
c) a altura do A ADB, relativa ao lado AB, 


10.18)0 A ABC é retângulo em A, M é o ponto 
médio da hipotenusa. Tem-se DA i we 
DH1 BC SeDA=2, DM=6e DH=2/3, 
calcule: 
a) a hipotenusa do 4 ABC; 
b) a altura do A ABC, relativa à hipotenusa; 
c) aáreado A ÀBC. 


10.19)0 A ABC é retângulo em A, M é o ponto 
médio da hipotenusa e DM La. Tem-se 
DELAC, DFIAB,AB=32, AC=24e€ 
DM = 12. Calcule o perimetro do A DEF. 
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10.20)0 AABC da figura é equilátero, M é o ponto médio de o DM Lue DE 1 


AB. Se DM = MB = 12, calcule o raio da circunferência circunscrita ao 
A DME. a 


A 
par E 


10.21) Na figura, os lados do A ABC medem D 
a=13b=14,c=15 Tem-se DB i«e 
DB = 5. Calcule a distância de D à reta A 


AC (Sugestão: calcule primeiramente a : 
altura BH do A ABC, utilizando a formula Z4 C 
de Herão). 


10.22) Pelo vértice A do hexágono regular ABCDEF, conduz-se AP perpendicular ao 
plano do hexágono. Se AP = 3 cm e a área do hexágono é S = 813 em, 
calcule as distâncias de P a cada vértice do hexágono. 


10 23)0 ângulo do vérice A do paralelogramo 
ABCD mostrado na figura é obtuso. Tem-se 
AMI a, AM = 2AD e MELBC Calcule a 
área do paralelogramo, sabendo que a área 
do A AME é igual a 24 em? 


10 24) Calcule a distância entre o ponto M e o plano de um triângulo equilâtero 
ABC, se o lado do triângulo é igual a a e MA = MB = MC = db. (veja O 
exercicio 9.9.) 


10.25) Um segmento GP, de 8 cm de comprimento. é perpendicular ao plano do 
triângulo equilátero ABC, sendo G o baricentro desse triângulo. A área do 


triângulo é 2743 em? Calcule as distâncias de P a cada vértice e a cada 
lado do trângulo. 

10.26) Os catetos de um triângulo retângulo ABC medem 6 cm e 8 cm. O ponto P 
dista 13 cm de cada vértice do triângulo. Calcule a distância de P ao plano 
do triângulo 


10.27) Pelo vértice A do quadrado ABCD, cujos lados medem 3 cm, é levantada 
uma perpendicular AM ao plano do quadro. Sendo MB = 4 m, calcule MC. 
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Fapitio Semelhança de 


triângulos. Relações 
métricas 


11.1 —- TRIÂNGULOS SEMELHANTES 


Dois triângulos, ABC e PQR, são semelhantes G 
se é possivel estabelecer uma correspondência entre 
os seus vértices, de tal modo que os seus ângulos 
internos sejam dois a dois congruentes: 


AC 


A=P 
B= Q P 
C=R Q 
e os seus lados sejam proporcionais: 
AB AC BC, 
PQ PR QR 


Indicamos 4 ABC - A POR 

O número k, equivalente à razão entre lados correspondentes de dois 
triângulos semelhantes, chama-se razão de semelhança. (Quando falamos em 
razão de semelhança, estamos sempre pressupondo uma certa ordem na qual os 
dois triângulos são mencionados: se k é a razão de semelhança entre os triângulos 
ABC e PQR, as medidas dos lados do A ABC devem figurar nos numeradores e as 


dos lados do A PQR, nos denominadores, já que os triângulos foram citados nessa 
ordem.) 


Utilizando uma linguagem imprecisa, o 
podemos dizer que o triângulos semelhantes PA: 
tem a mesma forma, mas não A 8 
necessariamente o mesmo tamanho. Por 4 
exemplo, os dois triângulos retângulos da R 
figura ao lado são semelhantes, pois os seus 
ângulos internos correspondentes são 15 
congruentes e os lados correspondentes 9 
apresentam a mesma razão: 

P Q 


Jz 
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AB AC BC 1 
PQ PR QR 3 


É importante notar, como já fizemos para a congruência de triângulos. que a 
definição de semelhança de triângulos pressupõe a fixação prévia de uma 
correspondência entre os dois triângulos: 


AoP 
BoQ 
CóoOR 
Se os dois triângulos forem relacionados por outra correspondência. por 
exemplo 
A es R 
BopP 
Colo 


teremos que À e R não são ângulos congruentes, nem B e P, nem Ce Q. mas 
nem por isso os dois triângulos deixariam de ser semelhantes. Apenas. não o 
seriam para esta correspondência. 


11.2 - CRITÉRIOS DE SEMELHANÇA 


Para se concluir que dois triângulos dados são semelhantes, não é necessário 
que todas as condições dadas na definição se evidenciem. Por exemplo, sabendo-se 
que os três ângulos internos são dois a dois congruentes, já se pode garantir que os 
triângulos são semelhantes, pois a proporcionalidade dos lados será uma 
consequência forçosa. Do mesmo modo, se soubermos que os dois triângulos têm os 
lados proporcionais, isso acarretará que os ángulos correspondentes são 
congruentes, resultando que os dois triângulos são semelhantes. Vamos relacionar 
os principais critérios de semelhanças de triangulos. 


1º critério |A A A | (ângulo - ângulo — ângulo) Cc 
Ã=P 

Se 'B=Q A B 
C=R R 


então 4 ABC - A POR 


Se dois triângulos tem congruentes dois a dois 
os três ângulos internos, então esses dois Pl tiQ 
triângulos são semelhantes. 


Cc 
2º critério [L A L] (lado — ângulo — lado) 
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AB AC 
Se IPQ PR 
AsP 
então 4 ABC —- A POR. a , 
Se dois triângulos têm dois pares de lados proporcionais e 0S ângulos 


compreendidos entre eles congruentes, então esses dois triângulos são 
semelhantes. 


R 


C 
3º critério [L L L| 
Se BE no EU AL » B 
PO PR OR R 
então 4 ABC - A POR 
Se dois triângulos têm os três lados 
correspondentes proporcionais, então esses 
dois triângulos são semelhantes. 
[=] Q 
A 


Exercicios Resolvidos 


11.1) Num triângulo ABC, tomam-se os pontos 
distintos P e Q, respectivamente sobre os 
lados AB e AC, de modo que o segmento Pá Ê ç 
seja paralelo à base BC. B C 


Prove que as = aa 


AB AC 


A 

(os 
Eae /N 
Os triângulos APQ e PBQ têm mesma altura, P Q 
relativa ao vértice Q. Então (veja exercicio E 
10.5) a razão entre as suas áreas é igual à B G 
razão entre as bases. Temos então A 


Sapa - AP 


Q 
a 2 N 
O mesmo ocorre com os triângulos APQ e P Q 


QPC, para os quais se tem E MRS , 
B 
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Sapo | AQ 
Sopc QC 


Por outro lado, os triângulos PBQ e QPC têm a mesma base PQ e as suas 


alturas relativas e essa base são iguais, pois PQ // BC Assim, suas áreas 
são iguais: 
Spao = Sopc 


Concluímos então que RE = no donde tiramos, sucessivamente: 
PB AC 
PB OC 
AP AQ 
PB +1= oc + 1 
AP AQ 
PB+AP QC+AQ 
AP AQ 
PB QC 
——+t=—— +1 
AP AQ 
AB AC 
AP AQ 
Ou seja, 
AP AQ 
AB AC 
11.2) Prove o reciproco do teorema do exercício A 
anterior, isto é, prove que num triângulo 
ABC, se tomamos os pontos distintos 
—s —s 
PeABeQe AC de tal modo que E 
AP AQ 7 
AB AC 8 c 
Então, 
PQ 4 BC 
Solução 


Imaginemos que a reta conduzida por B, 


paralela à reta PQ, intercepta AC em C'. 
Pelo teorema do exercício anterior, tem-se 


Conclui-se, então, que AC' = AC. Assim, os ponto C e C' coincidem e 
portanto PQ 4 BC. 
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11a3) 
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Demonstre o critério A A A de semelhança. 
Solução 


Consideremos os triângulos ABC e PQR. para os quais 


Ã=P 

B=Q 

C=R 
Para provar que eles são semelhantes, basta provar que os lados 
correspondem são proporcionais, ou seja, que 


AB A ” > 
E suficiente provar que PQ = = pois a demonstração da última igualdade 
é totalmente análoga. 

Tomemos sobre a semi-reta PQ o ponto B' tal que PB' = AB e sobre a semi- 
reta PR o ponto C' tal que PC' = AC. - 


A 


B, C' 


Á » 


B C ER A 
Tem-se 4 ABC = 4 PB'C', pelo critério LAL de congruência. Sendo assim, 
tem-se 
PBC'E É 
e portanto PB'C' = Q 
: : RE AB AC 

Se B'=Q, então 4 PB'C'e A PQR são coincidentes, logo — = — =1. 

PQ PR 
Se B = Q. então podemos afirmar que B'C'//QR (veja nota no exercício 


6.30). Neste caso, recaímos na situação do exercicio 11.1, isto é, 
AB AC 
PQ PR 
Nota: Como a soma das medidas dos ângulos internos de um triângulo deve 
ser 180º, é claro que se À = P e B = Q, os terceiros ângulos são 


congruentes obrigatoriamente: C=R assim, na aplicação do critério A A A 


de semelhança, é suficiente verificar que dois pares de ângulos 
correspondentes são congruentes. 


11.4) 


11.5) 


11.6) 


Na figura, tem-se PQ/BC . Mostre que 
AAPQ-A ABC 
A 
P Q 
na N 
e 


Solução 
As retas paralelas PQ e BC são cortadas pela transversal AB, logo, os 


ângulos correspondentes APQ e ABC são congruentes. Assim, os 
triângulos 4 APQ e A ABC têm estes dois ângulos congruentes, e como À é 
comum, resulta que são semelhantes, pelo critério A A A. 


19) ) triângulo 4 ABC é retângulo em A Seja A 
AH a altura relativa à hipotenusa. Mostre 
que os triângulos A HBA e 4 HAC são 
semelhantes ao A ABC 
B, Cc 
H 


Solução 
Observando os triângulos A HBA e A ABC, temos BHA = BAC, pois ambos 


são retos. Além disso, o ângulo B é comum aos dois triângulos. Assim, por 
AAA temos 
A HBA - 4 ABC 


Por outro lado, para os triângulos A HAC e 4 ABC temos AHC = BÃC, pois 
ambos são retos e, também, o ângulo C é comum. Logo, 

A HAC — 4 ABC 
e, consequentemente, A HBA —- A HAC. 


Demonstre o critério L A L de semelhança 


Solução 


Consideremos os triângulos ABC e PQR, para os quais 


Dna e sh 


Tomemos sobre a semi-reta BO o ponto B' tal que PB' = AB e sobre a semi- 


reta PR o ponto C' tal que PC' = AC. Pelo critério L A L de congruência, 
temos 4 ABC = PB'C'. 
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B C “+; A 


Sendo assim, a = Bar Pelo teorema do exercicio 11.2, concluímos que 


B'CHQR 
Dai resulta que A PB'C' - A PQR (veja exercicio 11.4) e então 
A ABC - A POR 


Demonstre o critério L L L de semelhança. 
Solução 


Consideremos os triângulos ABC e PQR, para os quais 


Tomemos sobre a semi-reta PQ o ponto B' tal que PB' = AB e sobre a semi- 
reta PR o ponto C' tal que PC' = AC. Mostremos, primeiramente, que 
A PBC' - 4 POR. Como 


[=] 
A 
B' C' 
B E ae ps 

AB AC 
pa P 

Temos 
RS aÃ 
PQ PR 


Além disso, o ângulo P é comum aos dois triângulos. Assim, pelo critério 
L AL de semelhança, vem 


A PBC' - APQR 


Mostremos, agora, que 4 ABC = A PB'C', o que será suficiente para se 
concluir que 


A ABC - À PQR 


118) 


11.9) 


Como A PB'C' - 4 PQR, temos EE ada ou seja, Dea Bl. donde 
PR QR PR QR 


tiramos que B'C'= ae -QR. 
PR 
Por outro lado, como De = Pe. temos que BC LD om Assim sendo, 
PR QR PR 


conclui-se que B'C' = BC, logo A ABC = 4 PB'C; pelo critério L L L de 
congruência. 


Sejam dois triângulos semelhantes, 4 ABC e A PQR, com razão de 
: AB 
semelhança igual a pq Tr Sejam p: e P2 respectivamente, os 


semiperimetros dos triângulos 4 ABC e 4 POR. Prove que e =k: 
P2 
Solução 
AB AC BC ] 
Como A ABC - PQR, temos -—-=-—— = — =k, donde t os 
a PQ “PR QR id 
AB=k PQ, AC=k-PReBC=k-QR Logo, 
AB + AC+ BC=k(PQ+PR + QR) 
2p:=k - (2p2) 
e, assim, 


Sejam os triângulos A ABC e 4 POR, como no 
exercicio anterior. Seja h; a altura do A ABC, relativa 
ao vértice À, e seja ha a altura do 4 PQR, relativa ao 


. h 
vértice P. Prove que — =k D 
hz 


Solução [=] 
Observe as figuras. Para os triângulos 4 ABD 
e 4 PQS, temos 8 = Q e ADB = PSQ, logo, 


pelo critério A À A, temos 4 ABD - A PQS. Dai 


resulta que dial O 
ho PQ - Q R 


11.10)Sejam os triângulos A ABC e A POR, como no 


exercicio 11.8. Sejam m; a mediana do 4 ABC, 
relativa ao lado BC, e sejam ma a mediana do A 


PQR, relativa ao lado OR. Prove que a. B C 
Ma M 
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Solução 


Observe as figuras. Para os triângulos A ABM e A PQN, temos B=Qe 
ainda 
BC 
BM a e BC AB. 
ON OR OR PQ. 
2 
Logo, pelo critério L A L de semelhança, temos A ABM - 4 PQN Assim, 
e ada 
mz 
11.11)Sejam os triângulos 4 ABC e 4 PQR, como no A 


exercicio 11.8 Seja s, a bissetriz interna do A ABC, 
relativa ao vértice A, e seja s> a bissetriz interna do A 
PQR, relativa ao vértice P. 


s 
Prove que 2 =k D 
S2 


Solução 
Observe que as figuras. Para os triângulos 
A ABD e à PQS, temos B = Q e ainda 


BÃD=1Ã=1P=-QÊS Q R 
2 2 


Assim, pelo critério À A A, A ABD - 4 PQS, donde 


11.12) Mostre que dois triângulos isósceles são semelhantes se têm os ângulos 
dos vértices congruentes. 
Solução A Pp 


Observe os dois triângulos isósceles, 
para os quais se tem À = P. Como 
AB = AC 


e PQ=PR B c A 
temos O” = = logo, pelo critério L AL, A ABC -— À 


A PQR. QÊ==— 8 


Nota: Poderíamos ter utilizado o critério A A A, observando que 


180º-À 180º-P 


B-C- = =0=R 
2 pi 
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11.13) Sejam os triângulos A ABC e 4 PQR, como no exercicio 11.8 Seja R; o raio 
da circunferência circunscrita ao A ABC e seja R> o raio da circunferência 


O 
circunscrita ao 4 PQR. Prove que eo =k. 
2 


Solução 


Observe as figuras. Para os triângulos isósceles ABD e PQS, temos 
D=2C=2R=S 


P 
Ft 
: Q 
RD BA 


Assim, pelo resultado do exercicio anterior, temos 4 ABD - A PQS, donde 


11.14) Sejam os triângulos 4 ABC e 4 PQR, como no exercicio 11.8. Sejam nr, e 12 


os raios das circunferências inscritas nesses triângulos. Prove que L =k. 
f2 


Solução 


Convém lembrar, inicialmente, que o 
centro da circunferência inscrita num 
trângulo (incentro) é a interseção das 
bisseinzes internas (veja exercício 
98). 

Observe as figuras Para os triângulos 
à BCDe 4 QRS, temos 


Assim, peto critério A A A, A BCD - 4 QRS, logo para as alturas DE e ST 
destes triângulos (as quais são exatamente os raios r; e r;) podemos 
escrever 


.— = —— =k (veja o exercicio 11.9) 
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11.15) Na figura, DEFG é um quadrado. Calcule o lado x desse quadrado, em 
função da base a e da altura h do A ABC. 


Solução 
A altura do A ADE mede h — x, e a sua base mede x. Como A ADE - 4 ABC, 
podemos escrever 
h-x x 
“ha 
ah 


donde obtemos x = 
a+h 


11.16)Áreas de triângulos semelhantes - Sejam S, e S; as áreas de dois 
trângulos semelhantes 4 ABC e 4 PQR, cuja razão de semelhança é 


AB S 
-— =k. Prove que =L =k?, 
PQ re e 


2 
Solução 
Se h; é a altura do A ABC, relativa ao lado BC e ho é a altura do 4 POR, 


relativa ao tado OR, sabemos que PL =k (veja exercicio 11.9). Temos 
2 


BC 
também — =k. Portanto, 
QR 


SPEA qq NC ORiate a) apa a aa 
2 2 2 
donde 
Sp? 
S2 


A razão entre as áreas de dois triângulos semelhantes é igual ao quadrado 
da razão de semelhança. 


11.17) Potência de um ponto em relação a uma circunferência - Sejam dados 
uma circunferência fixa, de centro O e raio r. e um ponto P, foo. Vamos 
conduzir P duas retas, que determinam as cordas AB (A zB)e AB' (A =B) 
Mostre que 

PA-PB=PA'-PB' 
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Solução 


Ha três situações a considerar, segundo P esteja no interior do circulo. no 
seu exterior ou sobre a circunferência. 


B 


caso 1 “caso 2 
RT çãs a 
B p=A=A Caso 1 e 2: Para os triângulos A APB' e 
Ê A A'PB temos APB'=A'PB (opv no caso 1 e 
O. comum no caso 2) e ainda 


AB'P=A'BP= omed(ÃR") 


Logo, pelo critério AA A, 4 APB — à A'PB. Então, 


B' , 
caso 3 BA: = PB donde 
PA' PB 


PA-PB=PA'-PB' 
Caso 3 Se P pertence à circunferência, então PA = PA = O, logo 
PA- PB=PA' PB'=0 
Nota: o produto PA - PB não depende, portanto, da particular reta 
considerada passando por P. Este produto tem o nome de potência do 


ponto P, em relação à circunferência dada Se a circunferência é fixada, 
podemos Indicar 


PA-PB=Pot(P) 
É imediato que, se P pertence à circunferência, então Pot (P) = 0. 
11 18) Dados uma circunferência de centro O e o raio r e um ponto P qualquer, 
seja PO = d a distância de P ao centro da circunferência. Mostre que 
Pot (P)=|92- 1. 


Solução 


Como Pot (P) independente da particular reta considerada, se tomarmos por 
P uma reta que passe pelo centro O, teremos (veja as figuras). 


a) Sendo P externo, 
Pot(P)=PA-PB=PA'-PB' 
mas 
PA=PO-AO=d-r 
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A q PB'=PO+OB'=d+r 


DP a donde 
o, IA 


; a Pot(P)=(d-n)(d+n=d-r 


q 
B' a b) Sendo P interno, 
Pot(P)=PA-PB=PA'-PB' 
mas 
PA'=AO-PO=r-d 


PB'=OB'+PO=r+d 


Pot(P)=(r-d)(r+d)=P-d 


Assim, em ambos os casos, temos 
Pot(P)-|d? = 1 


11.19)Seja P um ponto externo a um circulo de centro O e raio r, pelo qual 


traçamos uma reta que tangencia a circunferência no ponto T. Mostre que 
Pot (P) = (PT) 


Solução 


Como 4 POT é retângulo, pelo teorema de 
Pitágoras temos 


(PTP + (OT) = (PO) 
isto é, 
(PTP = (PO) -(OTP=d?-P=Pot(P) 
conforme se viu no exercicio anterior. 


11.20) Teorema de Tales no plano - Sejam, ; 
num mesmo plano, três retas 14, 12 € fa, f | 
paralelas duas a duas, cortadas pelas r, A A 
duas retas transversais t e t, nos pontos 
A, B Ce A, B, €, respectivamente. 


Prove que os segmentos determinados B a 
nas duas transversais são proporcionais, r, = | x 
isto é, prove que Ip | 
cl” |C 
AB AC BC O 


Solução 


Podemos supor que B está entre Ae Ce B' está entre A' e €', como está 
indicado na figura, onde foi desenhada também a reta A'C, que corta 12 em 
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P. Nestas condições, temos 4 APB' - A ACC, donde —— = —— e 
AP AB 
também 4 CPB- A CA'A, donde —— A = ne 
PC BC 
à A'C-A'P A'C-AB' 
Daivem >—— —— s>=—"—— 
AP A'B' 
PG . BC 
e ia (1) 
AP AB 
E AC-PC AC-BC 
etambém ———— = ———— 
PC BC 
AP AB 
PC BC 
PC BC 
DT (2) 
AP AB 
Comparando (1) e (2), vem E CO Assim, 
AB AB 


AB BC AB+BC AC 


RBBO ABABO AC 


11.21) Teorema de Tales no espaço — Sejam três 
planos wu, uz e «us, paralelos dois a dois, 
furados por duas retas transversais (não 
necessariamente coplanares) t e t, nos pontos 
A.B CeA,B',C', respectivamente. Prove que 
os segmentos determinados nas duas 
transversais são proporcionais, isto é, 


Solução 


Observemos a figura, onde foi desenhada a reta As , que encontra uz em 
P. Para o triângulo 4 AA'C' temos (utilizando o exercicio anterior) 

AB AC BC 

AP AC PC 


e para o triângulo 4 ACC' temos 


AB AC BC 
A'B' AC BC 
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11.22) Demonstre que cada bissetriz interna de um triângulo separa o lado em dois 
segmentos, cujas medidas são proporcionais aos lados adjacentes 


Solução A 
Vamos construir por C uma reta Pd) 
paralela à bissetriz ÀS, a qual encontra a 4 
a reta AB no ponto P. Então, 4 É 
ACP -CÀS (alternos internos). Além f 
disso, o ângulo CÁB, externo ao / 
triângulo A ACP, é igual à soma dos 
gi : k : B Cc 
dois ângulos internos não adjacentes a S 
ele: 
CAB = ACP + APC 
2CÃS = ACP + APC 
2CÀS = CÁS + APC 
APC = CÁS 
Assim. A ACP é isósceles, logo AP = AC. 
No 4 BCP temos 
Bs. BA 
SC AP 
e portanto 
Bs. BA 
Se AE 
Exercícios Propostos 
11.23)Na figura, DEMAC. Calcule AB e A 
BC. em função de a. á 
D 
a 
BR o 
3x E 28 


11.24) Duas circunferências tangentes entre si estão inscritas no ângulo À. Sendo 
5 cme 13 cm seus raios, determine as distâncias de seus centros ao ponto À 


11.25) Do trapézio ABCD da figura, são dadas as bases a e be a altura h (b > a). 
Determine x, y e ainda as razões RE e ta 
PC PD 


208 


11.26) Dado o trapézio ABCD, retângulo em A e D, toma-se 


Da C 
o ponto M sobre AD, tal que pi =k. Sabendo que 
MD lia 
BMC é reto, calcule a altura h do trapézio, em 
função das bases ae be de k. 
A b B 


D a O) 
11.27) O trapézio ABCD da figura é retângulo em 


A e D Calcule a sua altura h, em função 
das bases a e b, sabendo que as diagonais 
são perpendiculares entre si. Determine h 


também, em função de a e b, as medidas 
das diagonais. 


11.28) Pela interseção P das diagonais do trapézio D C 


ABCD, traça-se a reta paralela às bases, que E E a E 
encontra os lados em E e F Mostre que p 
EP = PF 


11.29) Na figura, AN/BC e M é o ponto médio de nega IS 
e. PM MQ 
BC Mostre que — = 

MU pn” QN o 


es 


11.30) Sendo A ABC - A POR, tomam-se D e S sobre os lados BC e 


es 
OR, 
respectivamente, de tal modo que 
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AD AB pit aÇ 
Mostre que — = — D 
PS PQ 
AN. 
Q S R 
c 
1131)Na figura, DE/BC e CF//AD. Mostre que D 
EF// AB. > 
E F 
A B 


11.32)Na figura. M. Ne P são os pontos médios dos 
jados do triângulo ABC e G é o seu baricentro. 


Sendo SRIBC, determine as medidas dos 


lados do trapézio PSRN. em função das 
medidas a, be c dos lados do A ABC 


11.33) Calcule a área do quadrilátero APQC, em 
função de a. 


11.34)0 A ABC está inscrito numa circunferência de A 


centro O. Por B conduzimos BD//AO, que / 


encontra AC em D. Sendo AB = 6e AC=9. 
Calcule AD 


o 
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11.35) Na figura, tem-se BD/CE, AC+BC=2ime 
— = > Calcule AB. 


a . -— > -— 
11 36) Tem-se três semi-retas MA, MN e MD Sobre MA toma-se o ponto B, tal que 
MB = 54 cm. Sabe- se que MÃ = 18 cme MD=75cm A reta por A, pstalela 
a BN, encontra MN em K. A reta por K, paralela a ND. encontra MD em €. 
Caleulé MC. 


11.37)0 A ABC tem o ângulo B obtuso e está inscrito em uma circunferência. A 
sua altura AD é tangente a essa circunferência. Calcule AD, sendo 
BC=12cmeBD=4cm. 


A 
a, . . 
11.38)Sendo AS a bissetriz interna relativa ao 
vértice A, determine x e y em função de a, b c b 
ec. 
B C 
RE x 


D 
11.39) Dado o quadrado ABCD, de lado a, tomando- se os 
pontos E sobre ÀB e F sobre BC, tais que 
EHEco=sa 5 
6) 3 - 
B C 


a) Mostre que AFHED 
b) Dê a área do A AEM, em função de a. 


11.40)As bissetriz dos ângulos À e D do 
paralelogramo ABCD encontram as 
diagonais BD e AC em E e F, 


respectivamente. Mostre que EF/BC. 


pa ia 


11.41)No 4 ABC, tem-se AB = 40, AC = 50, BC = 


. . Àl 
Determine a razão E 


11.42) Na figura, BO é a bissetriz interna, DE//AB 
e EF//BD. Sendo AB = 20, BC = 30 e 


AD — FC = 1, calcule AC. 


60. 
Ç 


A 
| = 
) N 
B S 
A 
D 
F 
E 


B C 


11 43) Bissetrizes externas de um triângulo — Seja ED a semi-reta bissetriz do 


ângulo externo ACB' do A ABC e seja S 
a interseção da reta CD com a reta AB 
(S, pertence ao prolongamento do lado 
AB). O segmento CS chama-se bissetriz 
externa do triângulo, relativa ao vértice C 
se o triângulo não é isósceles, há duas 


w B' 

MN 
ss A B 
D 


outras, relativas a A e B. Também se chama bissetriz externa a medida 


desses segmentos. Prove que AS AC 


SB BC 


11.3 - RELAÇÕES MÉTRICAS NO TRIÂNGULO 
RETÂNGULO 


Se 0 triângulo ABC é retângulo em A, 
então a sua altura AH separa-o em dois outros 
triângulos. 4 HBA e 4 HAC, ambos semelhantes 
ao 4 ABC. Examinando a proporcionalidade 
existente entre os lados destes três triângulos, 
obteremos um certo número de relações, que 
apresentam uma grande variedade de 
aplicações. Iniciaimente, fixemos alguma 
nomenclatura em relação ao triângulo retângulo, 
de acordo com as figuras ao lado: 
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Ã 
c, b 
é 
B C 
nhH m 
I a | 


A 
c b 
B E c 
A 
b 
c h 
8 n H m C 


hipotenusa = a 
catetos = bh ec 
altura relativa à hipotenusa = h 


projeção do cateto b sobre a hipotenusa = m 
projeção do cateto c sobre a hipotenusa = n 


a) |JAARBC - AHBA Escrevemos: 


a bh 

De —=- vem be=ah 1 
G- 9h 1 
a E 2 

Da —=-— vem cí=a 2 
da n (2) 

DE VAR DA (3) 
hn 


b) |AABC - AHAÃC Escrevemos: 


De 2-2 vem b?=am (4) 
b m 

De PR vem bc=ah (5) 
Db h 
E. É 

De —=— vem bh=cm (8) 
m hn 


c) |JAHBA —- AHAC Escrevermos. 


c h 

De —=— bh = fá 
gás vem cm (7) 

De SL vem ch= bn (E) 
b h 

De ad vem ENA (9) 
m h 


Ea E 
“bn 
adido 
m h 
E 
“mh 


Ba 


Varias das relações obtidas coincidem. Eis um resumo: 


3º) h? = mn 5º) bh=em 


4 be=ah 89% ch=bn 


Se três números, x, y e 2, são tais que x) = yz. diz-se que x é média 


geométrica ou média proporciona! entre y e 2. Às relações acima podem ser 
enunciadas assim: 


tez 


— o ————— —e-—o oO. Çí—— o ——— mea 


= | 
| Cada cateto é média geométrica entre a hipotenusa e a sua projeção sobre ela. | 


ia 


A altura relativa à hipotenusa é média geométrica entre os dois segmentos que 


ela determina sobre a hipotenusa. 
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Í O produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela aftura relativa a ela. | 


Sp Ba 


O produto de um cateto pela altura relativa à hipotenusa é igual ao produto da 
sua projeção sobre a hipotenusa, pelo outro cateto. 


Observações 


1º) Note que a 4º relação, be = ah, pode ser obtida escrevendo-se a área do 4 ABC 
de duas maneiras; 


ah bc 
S = —— 88 um 
SAC = 
2º) Se somarmos a 1º e a 2º relações: 
b? = am 
cº=an 


b?+c?=am+an 
esulta bº + cê = aim + n) 


=a-a=aqueéo já conhecido teorema de 
Pitagoras. 
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Exercícios Resolvidos 


11.44)Dados m = 3 en = 2, calcule a, b, c e h (os dados referem-se à figura 


anterior). 

Solução 

a) a=m+n=3+2=5 a=5 

b) h=mn=3 2=6 n=/6 

c) bl=am=5-3=15 b=15 

d) C=na =5:2=10 c=V10 
1 1 1 Rs 

1145)Mostre que — = — + — (as letras referem-se à figura anterior). 

no be 

Solução 


Lembrando que bc=ah e b? + cº = a”, escrevemos 


11 46) Seja um triângulo ABC, cuja altura AH encontra a base BÊ num ponto H, 
interno ao segmento BC. Prove que, se AH é média geométrica entre BH e 
HC, então o triângulo é retângulo em A. 


Solução E 
Sabemos que h? = mn e devemos 
provar que A é reto 
No 4 HBA, temos cº = hº + nº. c b 
No 4 HAC, temos b? = hº + m? 
Assim, B Cc 
p2+c=2n+m+nº= n H m 
[A 
=2m+m+n= a 


=(m+n)=a 


donde À é reto (veja o reciproco do teorema de Pitágoras no item 10.2 do 
capítulo 10). 


11.47) Num triângulo retângulo, traçam-se a bissetriz AS do ângulo reto e a altura 
e-e ' E , . BS 
AH relativa à hipotenusa (S e H sobre a hipotenusa). Se SE =k. calcule 


fe. em função de k. 
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Solução 


Temos (pelo exercicio 1122) = % 
[5 
donde 5 =K, á ; 
Assim o? ak? E 
+» i H S f 
a-(BH) me SE == 
a (HC) 
donda 
BH 
He D a E 


11.48) O trapézio ABCD da figura & retângulo em âeceDeas 
suas diagonais AC e BD são perpendiculares. Calcule h 
a altura h, em função das bases a e b. 


Solução R E a 
A reta paralela à diagonal To conduzida por D, Do ga É 
encontra AB em E Tem-se EA = a No 
trângulo DEB temos nê = ab, donde E 
h=Jab 
E a A b -| 


11.49)No A ABC, AS = s, é à bissetriz interna 
relativa ao vértice À Determine sa em 
função dos lados a, b, €. 


Solução 


ac 
Utihzando o resultado do exercicio 11.38, temos x = E E y= 
Fela relação de Stewart (veja exercicio 10. 11), vem 


a(st + xy)=bêy + cêx 


d+ a?bc Io able ade? 
tbec)é) b+e bee 
2 
ai a ua 
bre) 


= be 
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e então 


—Vbe(b+c)? -a?] 


2 b+c 


Exercícios Propostos 


11.50) Considere o A ABC da figura, onde estão 
indicados os elementos a, b ch men. 
Em cada linha da tabela seguinte, são 
dados os valores de dois destes 
elementos Pede-se calcular os demais. 


E m 

11.51) Para o 4 ABC do exercicio anterior, mostre que — Ed 
é 

11.52) Um segmento de 8 cm é perpendicular ao diâmetro de uma circunferência, 

tendo suas extremidades no diâmetro e na circunferência. O diâmetro fica, 


então, separado em dois segmentos cujas medidas diferem de 12 cm. 
Calcule o raio da circunferência. 
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11.53) 0 trapézio ABCD é retângulo em A e D. Calcule: 
a) as diagonais 
b) as medidas Al, BI, Cle DI. b | 


11.54)Pelo ponto médio M do cateto AC do A 
triângulo retângulo ABC, toma-se um 
segmento MN perpendicular à hipotenusa M 
BC, encontrando-a em N. Calcule os lados 
do triangulo ABC, sabendo que BN = 5 cm e ' ã 
NC=3cm. H N 


11.55) No A ABC da figura, BS é a bissetriz do maior dos ângulos agudos. Calcule 
BS, sabendo que BC = 30 cme que AC —- AB = 6 cm. 
(Sugestão: veja exercicio 11.22) 
A 


11.4 - O CONCEITO GERAL DE SEMELHANÇA 


No item 11.1, vimos a definição da relação de semelhança entre triângulos. 
Vamos estender este conceito a outras figuras geométricas planas. A partir da 
figura F da ilustração, vamos construir outra figura, F', que seja semelhante a ela. 

Escolhidos três pontos arbitrários, A, Be C, da figura F, não alinhados, 
tomemos outros três pontos A; B'e C', de tal modo que À AB'C' - À ABC. 
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Agora, dado um ponto qualquer P da figura F. podemos obter em 
correspondência outro ponto P*, do seguinte mado: 
a) Se Pew AB, escolhemos P' de modo que 4 APB - A APB(P' e P em 
semiplanos correspondentes. com relação à reta AB E 
NE BP. AB 


pe RA ? e. AB o 
b) se Pe AB, escolhemos P' de modo que P'. B'e AP Br. AB 


Cada ponto de F terá uma imagem atraves da correspondência assim 


definida. Tais imagens formam uma nova figura, F'. que é semelhante à figura F. 
Podemos definir: 


Duas figuras são semelhantes se existe uma correspondência entre seus pontos, 


tal que a razão entre um segmento da primeira e o correspondente segmento da 
segunda figura seja constante. 


A fazão entre dois segmentos correspondentes chama-se razão de 
semelhança 

No exercicio 11.18 foi demonstrado que dois trângulos semelhantes, de 
razão de semelhança igual a k, lêm suas areas na razão igual a k?. Tal fato se 
estende ao caso de figuras planas semelhantes quaisquer. Vamas enunciar este 
fato geral, embora omitindo a sua demonstração. 


Dadas duas figuras semelhantes F e F', seja k a razão de semelhança, isto é, se 
ABcF e AB'cF' são dois segmentos correspondentas das duas figuras, seja 


E ; jd ; | 
—. Sando assim, as áreas das duas figuras estão entre Si na razão Kº, 
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Capítulo 


Razões trigonométricas. 
1 2 Areas do círculo e dos 
setores 


12.1 - A CIRCUNFERÊNCIA E SEUS ARCOS 


Vamos estabelecer primeiramente, de modo intuitivo, a noção de 
comprimento de uma circunferência. Tomando-se quatro pontos na circunferência, 
obtemos um quadrilátero inscrito. Com oito pontos, temos um octógono inscrito. 


VOU 


Aumentando-se o número de pontos considerados, os poligonos inscritos, 
cujo número de lados é cada vez maior, têm c comprimento de cada lado cada vez 
menor O perimetro de cada polígono representa uma melhor aproximação para O 
comprimento da circunferência, quanto maior é o número de pontos marcados. 
Podemos dizer que o comprimento da circunferência é o valor para o qual tende 
a sequência de perimetros, à medida que o números de vértices aumenta 
indefinidamente 


Indiquemos por C o comprimento de uma circunferência 
de raio r. Vamos admitir, sem demonstração, o seguinte fato. 
“RC 


À razão entre o comprimento da circunferência e o seu diâmetro é a mesma para 
todas as circunferências. 


Isto equivale a admitir que dois círculos quaisquer são figuras 
semelhantes. 


O valor dessa razão é indicado pela letra grega minúscula x: 
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O simbolo x não representa uma variável. mas sim um número bem 
determinado Seu valor tem sido calculado com aproximação de um número muito 
grande de decimais. E, aproximadamente, 


x =3,14159263535 


embora se Use, na maioria das aplicações. a aproximação x = 3,14 
Da definição de x, resulta a expressão que dá o comprimento de uma 
circunferência de raio r 


C=2ar 


Determinemos agora o comprimento de um arco 
circular Suponha que o arco AB. contido na 
circunferência de raio r, tem a sua medida em graus igual 
a Gº É claro que a circunferência toda pode ser vista 
como um arco cuja medida em graus é 360º. Vamos 
admitir que os comprimentos dos arcos sejam 
proporcionais às suas medidas em graus. Podemos, 
então, utilizar a “regra de três": 


arco AB circunferência 
G —————————— 360º 
É === na Cc 
donde resulta 
a, 
360 


Mas, sendo C = 2ar, podemos ainda escrever 


12.2 - RADIANO 


Q , —— E a a : 
Consideremos um arco PQ cujo comprimento seja igual ao 


J raio r. Podemos adotar este arco como unidade de medida 
p (como já fizemos com o grau, no capitulo 5). A esse arco 
atribuiremos, então, a medida 1 rad (1 radiano). O ângulo 


central POQ também tem medida 1 rad. 


Nota: É costume omitir o simbolo rad. Por exemplo. se escrevemos que um certo 
arco mede 2, fica subentendido que a sua medida é 2 radianos. 
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A circunferência toda também pode ser medida em radianos. Fazemos a 
“regra de três”; 


comprimento medida em radianos 
rr —-—-——————— 1 
E 
obtendo 
GA ag 
, r 


Assim, a circunferência mede 2r radianos, 
Para fazer a conversão de unidades, faz-se a “regra de três” 


graus radianos 
300 —— Er 
GS TT TT LEE 
donde 
E) 


tu E E E 
—— = -— Ou ainda |— = — 


Se o arco AB, de comprimento £, tem a sua medida em radiano igual a a, 
então 


E=ur| (a rad) 


-Ompnmento de um arco de circunferência € igual ao produto do raio pela sua 
medida em radianos. 


12.3 - RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS 


G 
seja u a medida de um ângulo agudo do triângulo a b 
retângulo mostrado na figura. Definimos: 
o , 
B c À 


Seno de um ângulo aguda é a razão entre o caleto aposto e a hipotenusa, 


Cossena de um ângulo agudo é a razão entre o cateto adjacente e a hipotenusa. 


b c 
Indiça-sê seno = E É COS u= se 


É claro que esta definição só se aplica para <u « E (2 em radianos). 
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Para estender as noções de seno e cosseno à outros valores de «, adolamos as 
definições seguintes: 


7) sen0=0,cos=D=1 
mt x 

d)sen—=1,cos—=0 
) É 2 


3) senu=sen(r— a) 
Cosm=-cos (m-—n] 


Desia última definição resulta que, dado um árgquio obtuso, O seu seno é O 
mesmo seno do seu suplemento e O seu cosseno é c cosseno do seu suplemento, 
com o sinal trocado. Temos também sen x = Decos x =-1 


E ; x » Va aa 
Definimos ainda, para ae: as razões trigonométricas tangente e 


secante: 


e.parac*0 e q=r, definimos a cotangente e a secante 


COS 
a cOsSseci = 


colg = 
sena 


Para o caso de um ángulo agudo do triangulo retângulo ABC. é fãail 
perceber que a tangente é a razão entre O cateto oposto e o cateto adjacente: 


É fundamental a seguinte relação: sena +cos ns 


válida para todo q. No caso do ângulo agudo, ela é uma consequência do teorema 
de Pitágoras: 


z a pé cf pº scê a 
sento + Cos Srs eme 
a a a 


Nas aplicações, vamos utlizar frequentemente os valores da tabela 
seguinte, referente aos ângulos de 30º, 45º e 50º. 
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seno 


tangente 


Para outros valores de u, as razões trigonométricas estão tabeladas ao final 
deste volume. 


12.4 - LEI DOS SENOS E LEI DOS COSSENOS 


Para um triângulo ABC qualquer. valem as 
relações 


senÃ senB send | NA 


onde R é o raio da circunferência circunscrita. Em outras 

palavras, Os lados são proporcionais aos senos dos ângulos opostos. 
Esta propriedade é conhecida como fe' dos senos. 
Valem, também, as seguintes relações: 


a? =b2 +c2 -2bc cos À 


b2=a2 +c? -2ac cos B 


c2=a2+b? -2abcos C 


conhecidas como lei dos cossenos 


Por brevidade, não apresentamos aqui as demonstrações desta duas 


importantes propriedades, que o leitor encontra deduzidas no volume 3 desta 
coleção (trigonométrica). 


12.5 - EXPRESSÕES DA ÁREA DO TRIÂNGULO 


A ârea de um triângulo ABC pode ser dada pelas seguintes expressões: 
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Sus ab sen C 
2 


Se ac sen B 
2 


ge cuime sen À 
2 


. Mostremos a validade da terceira. Altura CH pode ter o seu pé no interior do 
lado AB, coincidindo com A, ou no exterior do lado AB, como as figuras mostram. 


e h z 
Nos dois primeiros casos, tem-se E = sen À. No terceiro, temos 


C|7 


h=bsen À, logo 


ps | 


o 
(80) 
BE 
> 
o 

[98] 


= sen(r-À), logo também E =sen À. Assim em qualquer caso temc 


“ch cbsenÃ 


S 
2 2 


a be sen A 
2 


12.6 - ÁREA DO CÍRCULO E DOS SETORES 


€; 
A, 


A noção de área de um circulo pode ser 
estabelecida, de modo intuitivo, utilizando-se um sequência 
de poligonos inscritos, como fizemos para o comprimento 
da circunferência Diz-se que a área do circulo é o valor 
para o qual tende a sequência das áreas dos poligonos 
inscritos, quando o número de vértices aumenta 
indefinidamente. Se pensarmos em poligonos regulares, a 
área de um polígono é dada por 


S = pa 


onde p é o seu semiperimetro e a é o seu apótema (veja exercicio 10.8). Se o 


ER ge ad C 
numero de vértices aumenta, os semiperimetros tendem a 2 e os apótemas se 


aproximam do próprio raio do circulo. A área do circulo será, então, 


C 


S=—"r 
2 
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ou ainda, pondo C=2x |S= nr? 


Seja, agora, um setor circular cujo ângulo 
central mede «x (em radianos) e cujo arco tem 
comprimento £ O circulo todo pode ser visto como 
um setor cujo ângulo central mede 2x. Vamos admitir 
que as áreas dos setores são proporcionais às 


medidas dos seus ângulos centrais. Podemos, então, 
utilizar a “regra de três”: 


setor círculo 


U—— o Qu 


S——————— qr 


donde resulta 


Exercícios Resolvidos 


12.1) Prove que, num triângulo ABC, tem-se 
tgB a?,b?-c? 
tgC a?-pêrc? 
Solução 


Pela tei dos cossenos, temos 


coa in al e cos & = 32 +b2 e 
2a 2ab 
donde 
co - alabê-c? E 
cosB a?+c?-b? b 
ou 


b cosC a2.b2-c? 
— . o —msea—— mm 
c cosB a?-bº,c? 
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12.2) 


12.3) 


12.4) 


b sen 
Mas, pela fei dos senos, — « —, Jogo 


senB cosC a2?+b?-c? 
senC cosB a?-p?+c? 


Isto é, 


tgB a?+b?-c 


IgC a?-p2.c? 


2 


Seja R o raio da circunferência circunscrita ao A ABC. Mostre que a área do 
trânguto é igual a 
- abc 
= — 
4R 
Solução 
1 : . 
Sabemos que S= 2 absenC e, pela fei dos senos, temos ainda 
c a €c 
— = 2R Assim sen C=—, donde 
sen € 2R 
1 c abc 
S=— im = 
z 2R 4R 
Área da coroa circular - Sejam dois círculos 
concêntricos, de raios re R,r< R. Os pontos do círculo 
maior, que não pertencem ao interior do circulo menor, (03) 
formam uma figura chamada coroa circular. Dê a área 


da coroa, em função der e R. 


Solução 


A área S da coroa é igual à área S, do circulo maior menos a área S2 do 
circulo menor: 


S=S,-S2=nRº>nP=mRº-?) 


Área do segmento circular — Se uma reta intercepta 8 

uma circunferência em dois pontos distintos Ae B, o 

circulo fica separado em duas partes, cada uma delas 

chamada segmento circular. da 

Seja u = med (AÓB (0 < u < x). Determine a área do A 
segmento circular, em função de rea. 
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Solução 


A área S do segmento circular é igual à área S1 do setor OAB menos a área 
S> do triângulo OAB. Como 


vem 


ar 4 2 r 
=—— -— rºsena=— (a -sena) 
2 2 


12.5) Luúnulas de Hipócrates — Na ilustração, tem-se 
um triângulo ABC retângulo em A. Por meio de A 
três semicirculos cujos diâmetros são os lados 


do trângulo, formam-se as duas figuras > 
sombreadas, que se denominam lúnulas de 

Hipócrates. Mostre que a área do triângulo é 

igual à soma das áreas das duas lúnulas. B Ç 


Solução 


A —s —s , F 
No semicirculos de diâmetro BC, o lado AC determina um segmento circular 


de área S; e o lado AB determina outro segmento circular de área Sa 
Temos 


4 2 
ja 
S+S +85 =m-— =——— 
3 4 (3) 


Masa?=b? + c2, logo 


Âssim, 


S+53+8S4=(S1 +83) + (S2+ Sá) 
donde 
S=S,+S; 


12.6) Considere a área S da porção comum aos dois 
cálculos da figura. Mostre que 


2 2 
SO o ngRáia 


Solução 


A área S; da região sombreada na figura ao lado é igual à área do 
quadrilátero APBQ menos a área do setor circular PAB. Temos 
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Sarso = 2Sa pBQ E 


1 
=2.— Rdsenu = 
2 
= Rdsenu 
e 
«R? 
Ssetar QAB = E 
Assim, 


2 
S,=Rd sen q - ST 


A área S procurada é igual à área do setor circular QAB menos a área S8:. 


Temos 
pr? 
Ssetor QAB = Ea 
Portanto, 
2 2 
= SB E ma sen «a 
2 2 


Exercicios Propostos 


127) Dê a expressão da área S de um circulo, em função do comprimento C de 
sua circunferência. 


12.8) A área de um quadrado, menos a área do circulo inscrito nele, igual a 
2- vz. Determine a área S do circulo. 


12.9) Um circulo de raio R é dividido, por uma circunferência concêntrica de raio r, 
em duas partes equivalentes. Determine r, em função de R. 
Nas questões seguintes, de número 12.10 a 13.17, calcule a área das partes 


sombreadas. 


42.10) 12.11) 12.12) 
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12.13) 12.14) 12.15) 


12 18) Na figura, tem-se CD A AB. Mostre, que a área da região sombreada é igual 
a área do circulo que tem diâmetro CD. 


D 
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Exercícios Suplementares 


Dy.1) 


IV 2) 


IV 3) 


V.4) 


4.5) 


14.6) 


IV.7) 


14,8) 


14,9) 


Determine o lugar geométrico dos centros das superiicies esféricas que 
tangenciam uma dada superficie esférica em um ponto dado. 


Determine o lugar geométrico dos centros das superficies esfáricas 
tangentes a duas retas, res. paralelas entre si. 


Determine o lugar geométrico dos centros das superficies esféricas de um 
dado raio r, tangentes a um plano dado. 


Determine q lugar geométrico dos pés das retas perpendiculares conduzidas 
por um ponto 4 a todos os planos que passam por um ponto B (B £ 4) 


Determine o lugar geométrico dos pontos do espaço, equidistantes dos 
vértices de um lrapézio isósceles. 


Determine o lugar geométrico dos pontos do espaço, equidistantes das retas 
que contêm os lados de um triângulo. 


Um ponto P estã situado à distância a de um plano. Determine o lugar 
geométrico dos pontos do plano, situados à distância b (b > a) do ponto P. 


Determine o lugar geométrico dos pontos equidistantes de lrês retas 
paralelas, não contidas em um mesmo plano. 


Determine o lugar geométrico dos pontos do espaço, que estão à distância a 
de um plana dado, 


4.10) Tendo como diâmetro um lado de um triangulo equilátero, toma-se, no plano 


do triângulo, uma circunferência. Determine a medida do arco dessa 
circunferência situado no interior da triângulo. 


4.11) Um areo mede 40º Sob que ângulo os pontos desse arco vêem a corda 


correspondente? 


[4.123 Um triângulo ABC tem angulos intemos medindo À = 50º, E =60ºe É = 70º. 


es Z as 
Uma semicircunterência de diâmetro BC corta os outros dois lados. De as 
medidas dos arcos em que a semicircunferência fica divida. 


4.13) Seja P um ponto do interior de um circulo de centro O (P = O). Determine o 


lugar geométrico dos pontos médios das cordas que contêm P, 


14.14) Seja P um ponto do exterior de um circulo de centro O (P pertence ao plano 


circulo). Determine o lugar geométrico dos pontos médios das cordas cujas 
retas suportes passam por P. 
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IV 15) As circunferências de centros A e B cortam-se segundo arcos de 90º e 60º. 
Calcule a medida do ângulo xPY. 


P 


|V.16) Calcule a área de um trapézio isósceles cujas diagonais são 
perpendiculares entre si, sabendo que a medida da diagonal é 8 cm. 


1V.17) Um trapézio isósceles tem um ângulo agudo de 60º e a diagonal é 
perpendicular ao lado lateral. Sendo d a medida da diagonal e a a medida 
do lado lateral, calcule a área do trapézio. 


IV.18) Tomam-se os pontos A e B, um em cada face de um diedro reto As 
distâncias desses pontos à aresta são iguais a 52 cm e 15 cm e a distância 
entre as suas projeções sobre a aresta é igual a 36 cm. Calcule o 
comprimento do segmento AB. 


IY.19) Um triângulo isósceles tem lados 10 cm, 10 cm e 12 cm. O ponto P dista 
5 cm de cada lado do triângulo. Calcule: 


a) a área do triângulo; 
b) o raio da circunferência inscrita no triângulo; 
c) a distância de P ao plano do triângulo. 


20) Os catetos de um triângulo retângulo medem 12 cm e 9 cm. Calcule a 
distância entre o plano do triângulo e um ponto cujas distâncias aos lados do 
triângulo são iguais a 5 cm. 


IV.21) Um triângulo de área 576 cm? tem as medidas dos lados proporcionais a 17, 
10 e 9. Calcule essas medidas 


IV.22) Em um quadrilátero ABCD, a diagonal AC mede 34 cm e os lados medem 
AB = 20 cm, BC = 42 cm, CD = 18 cm, AD = 30 cm. Calcule a área desse 
quadrilátero. 


IV.23) Um dos lados de um paralelogramo mede 14 cm e as diagonais medem 
26 cm e 30 cm. Calcule a área desse paralelogramo. 


IV.24) Pelo ponto onde a circunferência inscrita tangencia um dos lados de um 
triângulo de lados 7 cm, 8 cm e 9 cm conduz-se um segmento de 2 cm, 
perpendicular ao plano do triângulo. Calcule a distância da extremidade 
desse segmento ao incentro do triângulo. 
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—s 
V.25) Sobre o lado BC de um triângulo ABC, de lados AB = 7a, AC = Bae BC = 9a, 
toma-se um ponto P tal que BP = 3a. Calcule AP. (Sugestão: use a relação de 
Stewart, do exercício 10.11.) 


4.26) Os lados de um triângulo retângulo ABC medem AB = 15 cn, AG = 20 cm e 
BC = 25 cm. Sobre o lado BC, toma-se o ponto P tal que BP = 10 cem Por P 
conduz-se o segmento PQ, de 12 em, perpendicuiar ao plano do triânguio. 
Calcule a distância de Q ao vértice do ângulo reto. 


Verfy No 4 ABC, AB = 40 cm, AC = 50 cm, BC = 60 cm. Se 1] é o incentro desse 
triângulo, determine a razão na qual a bissetriz do ângulo À fica dividida pelo 
ponto 1. 


IV. 28) No A ABC, AB = 15 em AC = 25 cm e BC = 30 cm. Toma-se sobre AB 6] 


ponto D e sobre AC o ponto E, tais que AÉD = ABC. Sabendo que O 
perrmeiro do 4 ADE é 28 cm, calcule BD e CE. 


29) As bases de um trapézio medem ae b (a < b). Determine: 


a) a medida do segmento paralelo às bases, que divide o trapézio em dois 
trapézios semelhantes; 


b) a razão na qual o lado lateral fica dividido por esse segmento. 


7.30) No 4 ABC, o angulo À é o dobro do ênguio B Sendo dados AB = 
AC =b, calcule BC = a. 


7.31) Calcule o comprimento da bissetriz interna do ângulo reto de um triângulo de 
catetos be q 


ss 


4.32) Um triângulo ABC tem lados AB = AC = 40 cme BC =5 cm. Sendo BD e CÊ 
bissetrizes internas, calcule a razão entre as areas dos triângulos ADE e 
ABC. 


4.33) Um triangulo ABG tem lados de medidas AB = c AC = be BC = a Uma 


circunferência, que contém EB e tangencia AC no ponto A, corta o lado BC 
em um pónto D. Calgule AD. 


4,34) Pelos vértices à e C de um retângulo ABCD, conduzem-se perpendiculares 
à diagonal BD, que a dividem em três partes iguais. Sendo AD = a, calcule 
AB. 


4.35) Em um trapézio retângulo cujas bases medem 2 cm e 8 cm, as diagonais 
são perpendiculares entre si. Calcule as medidas dessas diagonais. 


7.38) Em um triângulo ABC, AR a BO são alturas e H é o ortocentro. Se AH = x, 
HP =y e HQ = z, calcule BH. 


233 


'y.37) Duas circunferências tangenciam-se externamente e seus raios são iguais a 
3a e 12a Calcule à medida do segmento contido em uma tangente comum, 
cujas extremidades são os pontos de tangência 


Iy 38) Duas cordas AB e CD de uma circunferência contam-se, de modo que AB 
fica dividida ao meio e CD fica dividida na razão CP: PD=1:2í(Pea 
interseção das duas cordas). Calcule a razão entre as medidas das duas 
cordas. 


IV 39) Em uma circunferência de raio Fr, AB é um diâmetro. Por um ponto É dessa 


= ; 3 =—s .— 
circunferência, tal que AC = = passa-se a corda CD 1 AB. Calcule CD. 


Mv. 40) Em um triângulo retêngulo, seia r O raio da circunferência inscrita e sejam x 
e y as medidas dos segmentos determinados na hipotenusa pelo ponto de 
tangência da circunferência. Prove que 


xt vim =xy 
14.41) Para o triângulo do exercício anterior, mostre que a área é iguala xy. 


4. 42) Sendo G o baricentro de um triângulo equilátero ABC, toma-se O segmento 
VG, perpendicular ao piano do triangulo. Sabe-se que VA forma 30º com 6 
plano do triângulo e que VA = £ Calcule à lado do triângulo. 


4 43) Sobre um plano «, toma-se o ponto À e fora de «x, no mesmo semi-espaço, 
tomam-se os ponto Be €C, de tal modo que AB e BC formam 30º com o 
plano « e med (BÃC) = 60º Sendo AB = 4 cme AC =6 cm, calcule a medida 
da projeção de BO sobre o piano cr. 


..44) Tomam-se &s pontos À e B num plano a e o ponto C iora de q. Os 
segmentos AC e BC são congruentes, formam 60º entre si e suas projeções 
sobre « são perpendiculales entre sie medem 2 cm cada uma. Calcule AC. 


Iv. 45) Um triângulo retângulo ABC tem caltelos AB = 5 eme AC = 12 em O catelo 
&D está contido em um plano « e AC forma com « um ângulo cujo sena é 


i 1 E 
igual à Calcule o seno do àngulo que a hipotenusa forma com o plano «. 


4 46) Os pontos À e B estão contidos em um plano q. Fora de q toma-se o ponto 
C. tal que AB = AC. O segmento AB forma 45º com a e AG forma 45º coma 
projeção de AB sobre n. Calcule a medida do ângulo BÃC. 


4 47) De um triângulo, conhecem-se as medidas dos ângulos Âe É ecraio R da 
circunferência circunscrita. Determine a área do triângulo, (Veja O exercicio 
12.2.) 
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[V.48) Prove que. em todo triângulo, tem-se 
abc = 4 pRr 


IV.49) Calcule a área do circulo circunscrito ao triângulo de lados 7 cm, 8 cm, e 
9 cm. 


B 
IV.50) Calcule a área da região assinalada, sendo 2 cm o raio 


do circulo e sabendo que os arcos têm medidas A 
AB = 15ºe ED =75º. 
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PARTE V 


Capítulo 13 — Prismas 
Capitulo 14 — Pirâmides 


Capitulo 15 — Poliedros convexos 


Capitulo 


1 3 Prismas 


13.1 - NOÇÃO DE PRISMA 


Imaginemos que sobre um plano « esteja situado um poligono ABC... Seja r 
uma reta que fura o plano « no ponto P (essa reta não precisa ser perpendicular ao 
plano a) Sobre a reta r tomamos um ponto Q, distinto de P, e por esse ponto 
consideramos o plano [, paralelo a «. Em seguida, construímos todos os 
segmentos paralelos a r, que têm uma extremidade num ponto do polígono e a 
outra no plano f. Unindo todos esses segmentos, obtemos um sólido que recebe o 
nome de prisma. 


r 


á CC 
feia + 
a POA Cau 


Nomenclatura 


Na figura ao lado, temos o exemplo de um prisma. 
Vamos estabelecer certos nomes relacionados a algumas 
partes desta figura. 


A 
Bases: são os poligonos ABCDE e ABC'D'E' (situados 
em cada um dos dois planos paralelos). 
Arestas das bases: são os lados desses poligonos. | 
Arestas laterais: são os segmentos AA', BB', CC', DD', EE'. todos paralelos à reta 
F. 
Faces laterais: são os paralelogramos cujos lados opostos são arestas 
correspondentes ás bases. Exemplos: ABB'A', BCC'B' etc. 
Altura do prisma: é a distância entre os planos das bases (indicada por h na 
figura anterior). 
Área lateral: é a soma das áreas das faces laterais. 
Área total: á a soma das áreas das duas bases com a área lateral. 
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13.2 - CLASSIFICAÇÃO DOS PRISMAS 


a) Segundo o número de arestas das bases 


» Prisma triangular: é aquele cujas bases são triângulos. 
e Prisma quadrangular: é aquele cujas bases são quadriláteros. 
e Prisma pentagonal: é aquele cujas bases são pentágonos 


E assim por diante. 


Deo dy 


prisma triangular prisma quadrangular prisma pentagonal 


b) Segundo a inclinação das arestas laterais 


e Prisma reto: é aquele cujas arestas laterais são perpendiculares aos 
planos das bases. (Neste caso, as faces laterais são retangulares ) 


e Prisma oblíquo: é aquele que não é reto. 


o 


prisma reto prisma obliquo 


c) Segundo a forma das bases 


* Prisma regular: é o prisma reto cujas bases são polígonos regulares. 


Reforçando: Ao dizermos que um prisma é regular, já se subentende que 0 
mesmo é reto, além de ter como bases poligonos regulares. Se um prisma 
não é reto ou então se as bases não são poligonos regulares, o prisma é 


não regular. 
a a 
E, 


prisma hexagonal regular prisma hexagonal não regular 
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13.3 - PARALELEPÍPEDOS 


Os prismas cujas bases são paralelogramos são chamados paralelepipedos. 

Os prismas retos cujas bases são retângulos são chamados 
paralelepípedos reto-retângulos Um caso particular deste tipo de prisma é o 
cubo, cujas bases, bem como as faces laterais, são quadrados. O cubo é também 
chamado hexaedro regular. 


sd À 


paralelepipedo obliquo paralelepipedo reto 


Ai 

o! 
paralelepipedo cubo 
reto-retângulo (ou hexaedro regular) 


Para o paralelepipedo reto-retângulo, 
existe um modo simples de determinar a medida 
da diagonal, conhecendo-se as medidas das 
arestas. A diagonal do paralelepípedo está 
indicada pelo segmento BD' e a sua medida é d. 
O segmento BD é uma diagonal! da base e a sua 
medida e m. As letras a, b e c representam as 
medidas das aretas Aplicando o teorema de 
Pitágoras aos triângulos ABD e BDD', obtemos sucessivamente 


(BD)? = (AB) + (AD? >m=a?+b? 
(BD)? = (BD)? + (DD > d?=m? +? 


Assim, temos d = a? +b?+cº e, finalmente, 


d=vVa? sb? +c? 


A área total de um paralelepipedo reto-retângulo pode ser também 
facilmente determinada. Basta notar que cada base tem área S, = ab e que. além 
disso, o paralelepípedo tem duas faces laterais com área S, = ac e outras duas 
com área S; = bc. Assim, área total é 


S=28,+25S,+25S2=2ab+2ac+2bc 
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| S=2(ab+ac+bo) | 


13.4 - SEÇÕES DE UM PRISMA 


Consideremos um plano que intercepta todas as arestas laterais de um 
prisma. À interseção desse plano com o prisma chama-se seção. Se o plano da 
seção é perpendicular às arestas laterais, então a seção chama-se reta ou normal. 
Se o plano da seção é paralelo à base do prisma, a seção é chamada transversal. 
É imediato que as seções transversais são todas poligonos congruentes aos 
poligonos das bases do prisma Assim, fodas as seções transversais de um prisma 
têm mesma área. Da mesma forma, todas as seções retas de um prisma são 
poligonos congruentes entre si, resultando que fodas as seções retas de um 
prisma têm a mesma área. 


seção 


transversal 7 
A É 


4 
, 


, 
£ 
, 
+, 
, 


4 
n 
, 
, 


neta, 
“. 
“a, 
“a 


13.5 — VOLUME DE UM SÓLIDO 


O volume de um sólido é um número que mede a sua extensão, ou seja, a 
porção de espaço ocupada por ele. A noção de volume fica estabelecida, de modo 
mais preciso, quando fixamos as propriedades que o volume deve ter. A cada 
sólido será, então, associado um número reaí não negativo, chamado volume, que 
deverá satisfazer as propriedades seguintes. 


1º) Sólidos congruentes têm mesmo volume. 


2º) Se um sólido S for decomposto com a união de um certo número de outros 
solidos 31, S2, .... Sn. de tal modo que dois quaisquer dentre eles não tenham 
em comum pontos de seus interiores, então o volume de S é a soma dos 
volumes desses sólido. 


3º) O volume de paralelepípedo reto-retângulo cujas arestas têm medidas a, b e 


c é igual a 
PA H 
Fá 
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4º) Princípio de Cavalieri - Dados dois sólidos e um plano. suponha que todo 
plano, paralelo ao plano dado, ao interceptar um dos dois sólidos, intercepta 
também o outro, de tal modo que as duas seções obtidas tenham mesma area 
Sendo assim, os dois sólidos têm o mesmo volume. 


PA ae 


Aplicando estas propriedades, podemos obter os volumes de muitos tipos de 
sólidos, a começar pelos prismas. 


13.6 — VOLUME DE UM PRISMA 


Vale a seguinte propriedade: 


| O volume de um prisma é igual ao produto da área da sua base, pela sua altura. | 


Se Sb é a área da base e h é altura, tem-se 


[V=So-h | 


Através do principio de Cavalieri, esta 
afirmação pode ser facilmente justificada 
Considere um paralelepípedo reto-retângulo com 
a mesma altura h e cuja base mesma tem a 
mesma área Sp da base do prisma dado. Todo 
plano paralelo às bases determina, nesses 
sólidos, seções transversais de mesma área. Isto 
significa, pelo principio de Cavalieri, que os dois 
sólidos têm o mesmo volume. 


mesma área 


., 
- 
.- . 
a” ARS 
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Para o paralelepipedo, como S, = a - b, o volume é V = abh = Sph. Logo, O 
volume do prisma é também V = Soh. 


Exercícios Resolvidos 


13.1) Consideremos um prisma hexagonal regular, de altura —a 
h, no qual a aresta da base tem medida a. Pede-se: Fá Ec? 
a) a área da base (Sb); Pá 
b) a área lateral (S, ); h 
c) a áreatotal (S); ' 
d) o volume (V). a Pad 


Solução 


a) À base do prisma é um hexágono regular de lado a, 
cuja área é igual a seis vezes a área de um triângulo 
equilátero de lado a. Como fizemos no exercicio 
10.10 d, temos 


e a v3 
“A 4 
Assim, a área do hexágono 
392 /3 


2 


b) Cada face lateral do prisma é um 
retângulo de base a e altura h, 
portanto de área igual a a -h. À área 
lateral do prisma é a soma das áreas 
das seis faces laterais, logo 


s=6ah a a 
c) À área total do prisma é a soma da área lateral com as áreas das duas 


bases: 
2 
Ss sagicaanço SEN 


S,=6ah+3a2V3 


d) Para o volume do prisma, temos: 


3a?nV3 
2 


V=Spha= 


13.2) As retas de um paralelepípedo reto-retângulo medem m, 2 me 3m Calcule: 
a) a medida diagonal (d). 
b) a área total (S1); 
c) o volume (V) 
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13.3) 


Solução 


a) d=ym2? +(2m)2 +(3m)? = 


= ym? + 4m? + 9m? = tam? d=mv14 
b) S=2[m-(2m)+m(3m)+(2m) (3m)= ; 

=2 [Dm +3m' + 6m)=22mº S,=22m 
c) V=m (2m)(3m)=6 mº V=6m 


A área da face lateral de um prisma quadrangular regular é Q. Determine a 
área da seção diagonal. 


Solução 


Tem o nome de seção diagonal aquela determinada 
por um plano que contém as diagonais das duas 
bases Temos ab = Q A área da seção diagonal é 
S=AC-b. 

Como AC =a2, temos 


S = (a/2)b = ab/2 = QV2 


13.14)A base de um prisma é um triângulo equilátero de lado a Um dos vértices 


da base superior projeta-se no centro da base inferior. As arestas laterais 
formam-se 60º com o plano da base. Calcule o volume do prisma. 

Solução 

No A ABC, temos 


No 4 AA;G, temos 
h 


= tg 60º 
AG » 


donde 


h=AG-tg 6o= BB 5a 


A área da base do prisma é 
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13.5) 


13.6) 
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Assim, o volume é 


2 fa 3 Ja 
ves se 3.2 /3 


A face lateral de um prisma hexagonal regular é um quadrado de diagonal d 
Calcule a aresta do cubo que tem volume igual ao desse prisma. 


Solução 


A aresta da base e a altura do prisma são iguais a 


Pelo exercício 13.1, temos 
= 3a?h/3 ' 
2 
3 (0/22 ad2 q 
2 4 2 
“366 
ae 
Se b é a aresta do cubo, temos 
3 30º /6 
8 
donde 
“ds 
GR 


Jd 


A diagonal da base de um paralelepipedo reto-retângulo mede 6 cm e forma 
30º com o lado maior da base. Calcule a altura do paralelepipedo, se o seu 


volume é 54 cmº. 


Solução 


Os lados da base são 


A 
a=6cos 30º= 8. =33cm 


1 
HEM BISEndt nas tem 


Assim, O volume é 


V=abh=9/3.h=54 


donde 
h= 243 cm 


30º 


Exercícios Propostos 


13.7) Determine a soma dos ângulos internos de todas as faces de um prisma 
cuja base é um poligono de n lados. 


138) Em um prisma, a soma dos ângulos internos de todas as faces & igual a 
2 880". Quantas faces laterais tem um prisma? 


13.8) Em um prisma, a soma dos ângulos Internos das duas bases é igual a 
1 800º Quantas faces laterais tem um prisma? 


13.10)Em um prisma, a soma dos ângulos internos de todas as faces lalerais é 
igual a 3 980º Quantas são as façes laterais” 


13.11) Um prisma tem, no total, 12 faces. Calcule a soma dos ânguilas internos de 
todas as faces. 


13.12) A soma dos ângulos internos de uma das bases de um prisma é igual a 
720º Calcule a soma dos ângulos Internas de todas as faces. 


13.13)Em um prisma, à soma dos ângulos internos de todas as faces é igual a 
cinço vezes a soma dos ângulos internos de uma base. Quantas faces 
laterais tem esse prisma”? 


13.14) Um prisma tem n faces laterais. Quantas são as arestas? 
134 15) Quantas faces laterais tem um prisma de 21 arestas? 


13.18) Em um prisma, o número de arestas, mais o numero de vértices, mais q 
número de faces, é iguala 32. Quantos lados tem o poligono da base? 


13.17) Calcule a soma de todos os diegdros de um paralelepípedo (note que arestas 
opostas, situadas em um mesma face, determinam diedros suplementares). 


13.18) Calcule a área total e a diagonal de um paralelepípedo reto-retângulo de 
arestas 3, De 12. 


13.19) Um paralelepípedo reto-retânguio tem como base um retângulo de lados 4 e 
5. Sabendo que a área total é 308, determine a aliura e a diagonal desse 
paralelepípedo. 


13.20)A4s arestas de um paralelepípedo reto-retângulo têm por medidas três 
números inteiros e consecutivos. Determine essas arestas, sabendo que a 
área total é 52. 


13.21) Seja « o ângulo agudo formado por duas diagonais de um paralelepípedo 
reto-reiângulo de dimensões 2 cm, 3cme 6 cm. Calcule cos rr. 


13.22) As dimensões de um paralelepipedo reto-retângulo são proporcionais a 3, 4 
e 12 e a sua diagonal mede 26 em. Calcule as dimensões do 
paralelepípedo. 
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13.23) Sejam QABC um trigdro hi-retângulo (veja o item 8.7) e OP um semireta 
contida no triedro, que forma com as arestas do triedro os ângulos o, [1 e r. 
Mostre que 


sen” u + sen [3 + sen y=2 


13.24) As diagonais das faces laterais de um paralelepipedo reto-retângulo formam 
com o plano da base ângulos de 30º e 45º Sendo « 0 ângulo que a diagonal 
do paralelepipedo forma com o plano da base, calcule tg «. 


13.25)0 perimetro da base de um paralelepipedo reto-retângulo & 14 cm, Sua 
diagonal é 13 cm e sua alta é 12 cm, Calcule a êrea total. 


13.25) As área das faces de um paralelepipedo reto-retângulo são proporcionais a 
3 5 e 15 e a grea total é 184 cm). Determine as dimensões do 
paralelepípedo. 


13.27) Quantos recipientes em forma de paralelepipedo reto-retângulo podem ser 
fabricados, nó máximo, a partir de um chapa de aço de 140 em x 70 em, se 
as dimensões dos recipientes são 45 em x 20 em x 10 em? 


13.28) Dois paralelepipedos reto-retângulos têm as somas das arestas iguais e 
uma diagonal também igual. O que ocorre com as áreas totais? 


13.29) Num cubo de arestas a, as extremidades das três arestas que partem do 


mesmo vériice são os vérices de um triângulo Calcule a área desse 
triângulo, 


13.30)Dado um cubo de aresta a. constrói-se um segundo cubo, tendo como 
aresta a diagonal da face do primeiro. Se a diagonal do novo cubo mede 
12 em, calcule à diagonal do primeiro. 


13.31) Um cubo tem aresta a Qual é a diagonal de um cubo que tem como aresta 
a diagonal do primeiro? 


13.32) Seja « o ângulo agudo formado por duas diagonais de um cubo Calcule 
Cos q. 


13.33) Um cubo tem diagonal d e um segundo cubo tem diagonal d + x. Qual é à 
diferença entre as suas arestas? 


13.34/A aresta de um cubo é a e a aresta de um segundo cubo é a + x. Calcule a 
diferença entre as suas diagonais. 
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13.35) A área total de um cubo é S. Calcule a diagonal desse cubo. 


13.36) Um cubo tem aresta a. De quanto devemos aumentar esta aresta para que a 
área total do novo cubo seja o dobro da área total do primeiro? 


13.37) Um cubo tem diagonal d e um segundo cubo tem diagonal d + x. Calcule a 
diferença entre suas área totais. 


13.38) A área total de um cubo de aresta a é S. Calcule a área total! de um cubo de 
aresta ka. 


13.39) 0 cubo da figura tem aresta a Calcule a distância do vértice 
A à diagonal BH. 
Ã B 


13.40) Os lados da base de um paralelepipedo reto-retângulo são iguais a 16 cm e 
18 cm e a diagonal do paralelepipedo mede 34 cm. Determine a razão entre 
a área total e a área lateral. 


13.41) Um paralelepipedo reto-retângulo tem arestas de 3 cm. 5 cm e 8 cm 
Determine: 
a) a diagonal (d); 
b) a área total (S:); 
c) o volume (V). 


13.42) Um paralelepipedo reto-retângulo tem volume igual a 216 cm, área da base 
igual a 24 cm? e diagonal da base igual a 2/13cm. Determine as três 
medidas das arestas. 


13.43) Num paralelepipedo reto-retângulo, cuja diagonal mede 35 cm, as três 
arestas formam uma PA de razão 2 cm. Qual é o volume desse 
paralelepipedo? 


13.44) Calcule o volume do paralelepipedo reto-retângulo cujas dimensões são a 
aresta a, a diagonal de face e a diagonal de um cubo. 


13 45) Calcule a área total e o volume de um cubo de diagonal d. 


13.46) A diagonal da base de um paralelepipedo reto-retângulo é 16 cm. O lado 
maior da base termina, na circunferência circunscrita, um arco de 120º. Area 
lateral do paralelepipedo é 24 cm2. Calcule o seu volume. 


13.47) Seja um cubo de aresta 5 cm. Calcule: 
a) a sua diagonal (d); d) a área total (Sj). 
b) a área da base (Sb); e) o volume (V). 
c) a área lateral (S, ): 
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13.48) Seja um cubo cuja diagonal mede 12 cm. Calcule: 
aja aresta (a) cd) a área total (5): 
b) a área da base (3p) e) o volume (V). 
c) a área lateral (8, ); 


13 49)A diagonal de uma face de um cubo mede 4 cm. Determine q volume do 
cubo. 


13.50) Um cubo tem area tolal igual a 18 em”. Determine o volume desse cubo. 


13.51) Em um cubo, a aresta, a diagonal e a área total formam, nessa ordem, uma 
PG. Determine o volume do cubo. 


13 52) Seja um cubo de área total 216 cm”. Calcule: 
a) a sua aresta (a), d) a área da base (Sb) 
bj a sua diagonal (0), e) o volume (V). 
c) a área latesal [S, ); 


13.53) Determine a diagonal de um cubo de volume igual à 2/2 em? 


13.54) Determine o volume de um cubo cuja área lateral a 12 cmê. 


3.55) Em um cuba, a área da base, a área lolal e O volume formam, nessa ordem, 
um PG. Determine a aresta do cubo. 


3.56)A soma das medidas das arestas de um cubo é igual a 18 cm. Calcule à 
diagonal. a área total e 0 volume do cubo. 


13.57) Em um cubo, a diagonal de uma face é £ Calcule a diagonal, a área totale o 
volume desse cubo. 


13.58) A diferença entre as arestas de dois cubos é x e a diagonal do maior é d. 
Calcule a area total e o volume do cubo menor. 


13.59)A soma de lodas as diagonais das faces de um cubo é igual a 48 cm. 
Calcule o volume desse cubo. 


13.60) À área total & o volume de um cubo são expressos por um mesmo número. 
Calcule a aresta do cubo. 


13.61) Três cubos de chumbo, com arestas 6 cm, & cm e 10 cm são fundidos em 
um só cubo. Qual é a aresta do cubo obtido? 


13.82) Um cubo de chumbo, de aresta 26 em, é dividido, por fusão, três cubos 


cujas arestas são proporcionais a 3 4 e 5. Calcule os volumes dos cubos 
assim oblidos. 
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13 63)Calcule a área total 


E de um c R , 
Paralelepipedo reto-retá Ubo cujo volume é 


| 
Ngulo de dimensões 4 em. 8 em E Wal ao de um 


Sem. 
13.54)Um cubo e um para 
dimensões do paralel 
562,5 em? Caleule o 


lelepipedo reto-retân 
epipedo são proporci 
volume do cubo. 


gulo têm mesma área total As 
Onaisa 1,6€ 5. eq seu volume é 


13 66) Um prisma reto 


pentagonal tem altura 7 & área later E 
da base? eral 91. Qual & q perímetro 


13.67)A altura do prisma retó pentagonal da figura é Be as 
arestas da base têm as medidas 2, 3,5, 7 e 8 Determine 
a area lateral do prisma, 
Pd 


13.58) Um prisma reto tem área lateral igual a 156 cm? & o perimetro ga base é 
28 cm. Quanto mede a aresta lateral? 


13.69) A diagonal de um prisma quadrangular regular mede d e faz, com o plano da 
façe lateral, um ângulo de 60º Determine a medida da aresta da base 


13.70/A diagonal de um prisma quadrangular regular mede d & faz, com a aresta 
lateral, um angulo de 50º. Determine a medida da aresta da base. 


13.71)A aresta da base de um prisma quadrangular regular é igual à 20 em 
Calcule a distância entre a diagonal do prisma e uma aresta lateral que não 


a corta. 


13.72) Calcule a diagónal de um prisma quadrangular regular no qual a área da 
base é igual a 450 cm? e a aresta lateral é 40 em. 


13.73) Calcule a diagonal de um prisma quadrangular regular No qual a área da 
e = 2 
base é 200 cm” e a área da face lateral 6 21042 em” 


13. 74JA aresta da base de um prisma reguiar hexagonal é a e Ap de 
Calcule as diagonais do prisma & 28 tangentes trigonometrica 


que cada diagonal forma com O plano da base. 


s arestas da base são me n e farmam entre 51 


13.75) Em um paralelepípedo reto. a ar dibgonal do oaralelepípedo 


80º. A diagonal maior da base é iguai a men 
Calcule as diagonais do paralelepipedo. 
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13 76) Um prisma triangular regular cuja aresta da base mede a, é cortado por um 
plano inclinado, obtendo-se um tronco com arestas laterais p, q e T. Calcule 
a area lateral desse tronco. 


13 77)A base de um prisma reto é um losango. Sendo 8 cm e 5 cm as medidas 
das diagonais do prisma e 2 cm a altura, calcule o lado da base. 


13.78)A base de um prisma reto é um hexágono regular de lado a. As faces 
laterais são quadrados Calcule as diagonais do prisma. 


13.79)A base de um prisma reto é um losango com lado de 10 cm e altura 9,6 cm. 
A altura do prisma é 12 cm Calcule as diagonais do prisma. 


13.80)A base de um prisma reto é um paralelelogramo, cujo lados são iguais a 
13 cme 15 cme cuja altura é 12 cm. A diagonal menor do prisma forma 45º 
com o plano da base Calcule as diagonais do prisma. 


+.81) À base de um prisma obliquo é um triângulo equilátero de lado a. A aresta 
lateral forma! 60º com o plano da base, Um dos vértices da base superior 
tem projeção ortogonal sobre o plano da base no centro da circunferência. 
Calcule a altura do prisma e a área de cada face lateral. 


13.82) A base de um prisma reto é um paralelelogramo de lados 15 cm e 2/38 cm 


A soma das diagonais da base é 32 cm e a altura do prisma é 12 cm. 
Calcule as diagonais do prisma. 


13.83) Em um prisma quadrangular regular, a diagonal faz 30º com o plano da base 
e a área lateral é igual a 48/6 cm? Calcule a aresta da base. 


13.84) Em um prisma triangular regular, a aresta da base é a. À diagonal da face 
lateral faz, com o plano de outra face lateral, um ângulo de 30º. Calcule a 
área lateral. 


13.85)A altura de um prisma triangular regular é igual a 14/3cm e as áreas da 
base e lateral são proporcionais a 2 e 7. Determine a aresta da base. 


13.86) A diagonal de um prisma quadrangular regular faz 30º com a face lateral. À 
aresta da base é a Determine a área lateral. 


13.87)A aresta da base de um prisma hexagonal regular é a. A maior diagonal 
forma 60º com o plano da base. Calcule a área total. 
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13.88)Em um prisma reto, a base é um triângulo retângulo de catetos 10 cm e 


24 cm. À diagonal da maior face lateral forma 80º com o plano da base 
Calcule a área lateral. 


13.89)A base de um paralelepipedo reto é um losango cuja diagonal maior é igual 
a quatro vezes o raio R do circulo inscrito. A menor diagonal do 
paralelepípedo forma 60º com o plano da base Determine a área lateral. 


13.90) Determine o perímetro da base e a altura de um prisma reto pentagonal, 
dadas a àrea lateral 60 e a soma 40 das 15 arestas. 


13 91) Em um prisma triangular, a altura é igual à aresta da base Sejau o ângulo 
formado por duas diagonais de faces que concorrem num mesmo vértice 
Calcule cos «a. 


13.92) Seja um prisma regular de base triangular no qual a altura é igual à aresta 
da base. Sendo S a área da base, determine, em função de S. 


a) a aresta da base (a); c) a área total (S:); 
b) a área lateral (Sb); d) o volume (V). 


13.93) Sejam dois prismas regulares de mesma altura, O primeiro de base 
quadrada e o segundo de base hexagonal. Em ambos os prismas a aresta 
da base mede 2 cm. Qual é a razão entre os seus volumes? 


13 94) Seja um prisma regular de base triangular, no qual a altura h é igual à aresta 
da base. Determine, em função de h. 
a) a área da base (Sb); c) a área total (S:); 
b) a área lateral (Sg). d) o volume (V). 


é 48 cm”, determine a altura desse prisma, bem como o 


13.95) Um prisma reto tem como base um triângulo retângulo : 
isósceles cujo cateto mede 3 cm. Sabendo que a área total 
seu volume. Ed 


. 3 o 
13.96) O prisma regular hexagonal da figura tem volume igual a 27. as 
A altura é he a aresta da base é a. Sabendo que h= avJ3, 

determine a aresta da base. 


13.97)Um prisma reto tem como base um A 
trapézio isósceles e a sua altura é 5 cm. 


tem 
O trapézio tem altura 2 cm e as suas E 
bases medem 1 cm e 4 cm. Determine. o 2em 
a) a área da base (Sb); Y Speea 
b) a área lateral (S$); 


c) a área total (81) 
d) o volume (V). 


13 98) Um prisma reto de base trapezoidal tem altura a e a sua a 
base é o trapézio representado na figura ao lado. 
Determine: 2a 
a) a área do trapézio (Sp); 

b) a área lateral (S)); 28 


c) a área total (S:) 
d) o volume (V). 


base um paralelogramo formam de lados 4 cm 


e 18 cm Dois lados desse paralelogramo 
á Ê 5 em 
formam ângulo de 60º Determine a área total 4 em im 


e o volume do paralelepipedo. 18 em 


13.99) Um paralelepipedo de altura 5 cm tem como N N 


13.100) Sejam dois prisma regulares de mesma altura, o primeiro de base 
triangular e o segundo de base hexagonal. Em ambos os prismas a aresta 
da base mede 2 cm. Qual é a razão entre os seus volumes? 


13 101) A base de um prisma obliquo é um triângulo 
retângulo isósceles. A projeção de uma das 
aresta laterais sobre o plano da base 
coincide com a mediana relativa a um dos 
catetos do triângulo. As aresta laterais 
formam 45º com o plano da base. Calcule o 
volume do prisma, sabendo que sua altura é 
h. 


13.102) A altura de um prisma reto de base quadrada é 40 cm e sua área total é 
2 208 cm?. Determine o volume do prisma. 


13.103) Determine o volume de um paralelepipedo reto cujas arestas são todas 
iguais a 4 cm, sendo 60º o ângulo da base. 


13.104) A base de um paralelepípedo reto é um losango com lado a e ângulo de 


60º. A área lateral do paralelepipedo é 8a? Calcule o volume do 
paralelepípedo. 


13.105) A base de um paralelepípedo reto é um paralelogramo de lados a e 4a e 
cujo ângulo agudo é 60º. A maior diagonal do paralelepípedo mede 5a. 
Calcule o volume. 


13.108) A base de um paralelepípedo é um paralelogramo cujo lado maior é igual a 
25 cm e cuja diagonal menor é igual a 15 cm e serve como altura do 
paralelograma. A menor diagonal do paralelepípedo forma 45º com o plano 
da base. Calcule o volume. 


254 


13.107) O lado da base de um prisma regular é igual a a e a aresta lateral é igual a 
b Calcule o volume, se o prisma é: 


a) triangular; 
b) quadrangular; 
c) hexagonal. 


13 108) Calcule a capacidade do armazém da figura, 
sendoa=25m,b=1iOmec=4m. 


b 


13. 109) Em um prisma triangular regular, o segmento da perpendicular conduzida 
por um vértice ao lado oposto da outra base tem medida a e faz 50º com o 
plano da base Determine o volume do prisma. 


13.110) O volume de um prisma triangular regular é 90 cm” e o raio da 
circunferência inscrita na base é 3 cm Calcule a altura do prisma. 


60 cm 
13.111) A seção reta de uma barra oca de metal é dada na | | 
figura ao lado. Calcule o volume de metal que 
constitui a barra, sabendo que o seu comprimento é 


ii 40 cm 
1.5 m (adote /3 = 1,7). 


13.112) A base de um prisma reto é um triângulo retângulo cujos catetos são 
20 cm e 21 cm A maior face lateral do prisma é um quadrado. Determine 
o volume do prisma. 


13.113) A base de um prisma reto é um trapézio, cujo maior lado é igual a altura do 
prisma As áreas das faces laterais são proporcionais aos números 1, 1,1 


e 2. Se o volume do prisma é igual a 12 43 cm”, calcule os lados da base. 


13.114) Um cubo de aresta 15 cm tem o mesmo volume de um prisma triangular 
reto cujos lados da base e altura são proporcionais a 87. 75, 18 e 50. 
Determine a área total do prisma. 


13.115) As áreas das faces de um prisma reto são 300 em, 240 em?, 180 cm, 
96 cm? e 96 cm? Calcule o seu volume. 


13.116) Em um prisma triangular reto, a maior face lateral tem área S. Calcule a 
menor altura da base, sabendo que o volume é V. 
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13.117) Em um prisma regular hexagonal todas as aresta são iguais a a. Calcule: 
a) as diagonais do prisma; 
b) a área da seção obtida por um plano que contém a maior diagonal da 
base e a aresta paralela da outra base; 


c) as distâncias entre esta seção e as arestas do prisma que são 
paralelas a ela. 


13.118) A área da seção diagonal de um cubo é igual a 16 /2 cm? Calcule a 
aresta do cubo, a diagonal da base e a diagonal do cubo. 


C' B' 
13.119) Um prisma triangular regular tem aresta da base a ZA 
igual a a e altura h. Toma-se sobre a aresta CC' um P 
pouco P Ache a área do triângulo ABP, sabendo 
que seu plano forma 45º com o plano da base. 


M 
A 
13.120) É dado um prisma triangular regular, cuja base tem PA 
lado a. Pelos pontos médios M e N de duas arestas 
da base conduz-se um plano que forma 60º com o 


plano da base e corta a aresta lateral em um ponto 
P. Ache a área da seção. 


P 


M 


13.121) Num prisma triangular reto, os lados da base são 10 cm, 17 cme 21 cme 
a altura do prisma é 18 cm. Determine a área da seção obtida por um 
plano que contém uma aresta lateral e a menor altura do triângulo da 
base. 


13.122) Um prisma hexagonal regular tem faces laterais quadradas de lados a. Um 
plano contém uma aresta da base e a aresta oposta da outra base. 
Determine a área da seção. 


13.123) Calcule a área da seção diagonal de um cubo de aresta igual a 6 m. 


13.124) Num paralelepipedo reto-retângular uma 
das arestas da base tem medida a. A 
seção do paralelepípedo por um plano que 
contém esta aresta e a aresta oposta da 
outra base tem área S e forma ângulo «a 
com o plano da base. Calcule o volume do 
paralelepipedo. 
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13.125) Em um prisma triangular regular, toma-se um plano que contêm uma 
aresta de uma base e o vértice oposto da oulra base. Se a altura do 
prsma e a aresta da base são iguais. calcule 0 cosseno do ângulo que o 
plano tomado forma com o plano da base. 


13.126) Em um prisma tnangular regular. toma-se um plano que contém uma 
aresta de uma base e à vériice oposto da ouira base, obtendo-se uma 
seção triangular. Calcule o ênguio do plano da seção com o plano da 
base. sabendo que a altura da seção (relativa ao lado desigual) é igual à 
aresta da base do prisma. 


13.127) Em um prisma triangular regular. toma-se uma seção por um plano que 
contém uma aresta de uma base e q vértice oposto da outra base. Se o 
plano da seção forma 60º com o plano da base e a aresta da base do 
prisma é a, calcule a diagonal da face lateral desse prisma. 


13.128) Em um prisma quadrangular regular ABCDA,B,C,D, a altura é o 
quadruplo da aresta da base. Tomam-se os pontos M e N sobre as arestas 


-—s es 
laterais AA, e BB,, de tai modo que AM = AA, e BN= BB, Calcule O 
ângulo DMN 


13.129) A aresta de um cubo mede 5 cm. Calcule o perímetro e área da seção do 
cubo por um plano que passa pelas extremidades de três arestas que 
contêm um mesmo vértice. 


E —s 
13.130) E dado um cubo ABCDA,B,C,D,, com aresta a, Sobre a aresla CD: toma- 


[À 


se um ponto L, com Cl = = sobre a aresta A,B, toma-se o ponto M, 


cá a 
com AM=5 sobre a aresta BB, toma-se o ponto N, com BN=4. 


Calcule o perimetro da seção determinada no cubo, por um plano 
conduzido pelos pontos L, Me N. 


13.131) Os lados da base de um paralelepipedo reto-retângulo são 20 cm e 21 em 
e as seções diagonais são quadrados. Determine a área lateral do 
paralelepípedo. 


13.132) Em um prisma regular hexagonal. a aresta da base é igual à aresta lateral, 
Calcule a área lateral, se a menor seção diagonal tem area 25/3 em”, 


13.133) À area da maior seção diagonal de um prisma hexagonal regular é igual a 
O Calcule a área lateral 


13.134) A área lateral de um prisma hexagonal! regular é 48 cm”, Calcule as áreas 
das seções diagonais. 


2a? 


13.135) Um piano, determinado pela aresta da base de um prisma triangular 
regular e O ponto médio da aresta lateral oposta, forma 30º com o plano da 
base Se a aresta da base é 10 em, calcule a área lateral. 


13.136) A base de um prisma reto é um losango cujo lado é a e o ângulo agudo é 
80º Um plano, determinado pela diagonal maior de uma base e o vériice 
de um ângulo obtuso da outra, determina no prisma uma seção em forma 
de trangulo retângulo. Calcule a área total. 


13.137) A base de um paralelepipedo reto é um losango com ângulo agudo de 60º 
A area da maior seção diagonal é Q Calcule a área lateral. 


13.138) A base de um paralelepipedo reto é um losango. As áreas das seções 
diagonais são 80 cr e 80 cm”. Determine a área lateral, 


13.139) Em um paralelepipedo reto-retângulo ABCDA,B,C;D., os lados da base 
são 8 cm e 6 cm e área da seção ACD, é 74 em? Determine o volume do 
paralelepípedo. 


13.140) A base de um prisma reto é um liângulo cujos lados são 6 cm, 25 cm e 
29 cm. Pelos pontos médios dos dois lados maiores é tomada uma seção 


paralela é face lateral A área desta seção é igual a 24 cm” Calcule o 
volume do prisma, 
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Capitulo 


1 4 Pirâmides 


14.1 - NOÇÃO DE PIRÂMIDE 


Imaginemos que sobre um plano « esteja situado um polígono ABC... Seja V 
um ponto situado fora do plano a. 

Podemos construir todos os segmentos que têm uma extremidade num 
ponto do polígono e a outra no ponto V. Unindo todos esses segmentos, obtemos 
um sólido que recebe o nome de pirâmide 


ev 


(De /H 


Nomenclatura 


Na figura ao lado temos o exemplo de uma pirâmide. Vamos estabelecer os 
nomes das partes dessa figura. 


Vértice da pirâmide: é o ponto V. V 
Base: é o poligono ABCDE. 
Arestas da base: são os lados desse poligono. 


os e--se —s —s 
Arestas laterais: são os segmentos VA, VB, VC, VD, e 
VE. 


Faces laterais: são os triângulos que têm um dos lados E 
numa aresta da base e o vértice oposto no ponto V. À 
Exemplo: VAB, VBC, etc. e 


Altura da pirâmide: é a distância entre o vértice V e o plano da base (indicada por 
h na figura anterior). 


Área lateral: é a soma das áreas das faces laterais. 
Área total: é a soma da área da base com a área lateral. 
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14.2 - CLASSIFICAÇÃO DAS PIRÂMIDES 


a) Segundo o número de arestas das bases 


e Pirâmide triangular: é aquela cuja base é um triângulo. 
e Pirâmide quadrangular: é aquela cuja base é um quadrilátero. 
* Pirâmide pentagonal: é aquela cuja base é um pentágono. 


E assim por diante 


pirâmide triangular pirâmide quadrangular pirâmide pentagonal 


b) Segundo a forma da base 


e Pirâmide regular: é a pirâmide cuja base é 
um poligono regular e na qual a projeção do 
vértice V sobre o plano da base é o centro G 
desse poligono. Na figura temos representada 
uma pirâmide regular hexagonal Ali, temos: 

VG=h= altura 
GM = apótema da base 
VM = apótema da pirâmide 


Numa pirâmide regular, as faces laterais são 
triângulos isósceles congruentes entre si. 


14.3 - TETRAEDRO REGULAR 


Uma pirâmide de base triangular é também chamada tetraedro, pois esse 
sólido tem quatro faces, sendo três faces laterais e uma base. 

Ao dizermos que um tetraedro é regular, subentende-se que fodas as suas 
aresta são congruentes, tanto as da base como as laterais. Neste caso, todas as 
faces são triângulos equiláteros. : 
Altura do tetraedro regular 


Num tetraedro regular, pode-se determinar a 
relação entre a altura h e a aresta a. Basta acompanhar 
as figuras. Em primeiro lugar, o apótema da pirâmide, 


VM, é a altura do triângulo equilátero ABV. Temos 
(o 
M 


A tatraedro regular 
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A A Ma E 


Em segundo lugar, sendo G o baricentro do triângulo ABC, sabemos que 


1 
GM =—CM. Como CM é a altura do triângulo equilátero do lado a, temos também 
3 


Finalmente, aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo VGM, obtemos: 
VM? = vG? = GM? 


8) (28) 


ou seja 


aJ6 


e daiobtemos l|h= Es 


que é a relação entre a altura e a aresta do tetraedro regular. 


Área total do tetraedro regular 


A área de uma face do tetraedro regular (como por exemplo o triângulo 
ABV) é dada pela expressão 
“VM 
Sa e E 
Z 
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a 2 
e como VM = ae tem-se S, = E 8 


A area total do tetraedro regular é igual a quatro vezes esta área: 


Se = a2/3 


A área total do tetraedro regular é a soma das áreas de quatro triângulos 
equiláteros Recortando a figura acima, em cartolina, e dobrando-a ao longo das 
linhas podemos construir um modelo do tetraedro regular. 


14.4 - SEÇÃO PARALELA À BASE DE UMA PIRÂMIDE TRIANGULAR 


Se « é o plano da base ABC de uma pirâmide triangular, então um novo 
plano | !/ a, que corta as arestas laterais da pirâmide, intercepta a pirâmide 
segundo um triângulo A'B'C', que pode ser chamado seção paralela à base Um 


fato importante a ser estabelecido é que os triângulos 4 AB'C' e 4 ABC são 
semelhantes. 


Notemos que AB AB, RO nAO e Bl 1 BO. Assim, 


AVRE nAVAD > Eae e 
AB VA VB 


AOC 1 + 
AVE sado Ss E Lance e 
AC VA VC 
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BC VB VC 
VBC SAVEC = Spec dl poça 
e ? BC “VB VC 


AB AC BC VB 
AB AC BC VB 


Por um outro lado, como A VB'H' - A VBH, temos 
vB VH h 


VB VH h 


AB' 
e assm, —— 


ACO 

AC 
Concluímos, portanto, que A A'BC' - A ABC e, ainda, que a razão de 

semelhança é igual a - Como vimos no exercicio 11.16, a razão entre as áreas 

desses dois triângulos é o quadrado da razão de semelhança. 


2 
Sac (7) 
SABC h 


14.5 - O PRINCÍPIO DE CAVALIERI APLICADO ÀS PIRÂMIDES TRIANGULARES 


Se duas pirâmides triangulares têm bases de áreas iguais e mesma altura, 
então elas têm o mesmo volume. Este fato pode ser reconhecido através do 
principio de Cavalieri (veja o item 13.5). Suponhamos que as duas pirâmides têm 
suas bases contidas em um mesmo plano a. Todo plano paralelo a wu, ao 
interceptar a pirâmide V/ABC segundo o triângulo A'B'C', intercepta também a 
pirâmide V2DEF segundo um outro triângulo D'E'F'. Para se concluir que as duas 
pirâmides têm mesmo volume, basta mostrar que as duas seções assim obtidas 
têm mesma área. 
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Como vimos no item anterior, 


Nê 1N 
SaB'c: (5) E SpE'E' [h 
SAB h R 


e como Sagc = Soer = So, é Claro que 


Sape = SoEF 


14.6 — VOLUME DE UMA PIRÂMIDE TRIANGULAR 


O volume de um pirâmide triangular pode ser determinado, fazendo-se uso 
de um recurso interessante. Consideremos um prisma triangular com área da base 
Sp e altura h. A ilustração a seguir mostra como esse prisma pode ser decomposto 
em três pirâmides triangulares. Cortando-se o prisma pelo plano ACB', obtemos a 
prâmide B'ABC. Um segundo corte do prisma pelo plano A'B'C determina as 
pirâmides CA'B'C e B'AAC. Podemos provar que as três pirâmides assim obtidas 
tem volumes iguais. 


é 
A 
aa ; 
RA (V2) 
às 
c 
' A 
E B 8 
E 
C 
A (y5) A (Vi) 
B 


As pirâmides B'ABC e CA'B'C' têm bases de mesma área S, e também têm 
mesma altura, que é igual à altura do próprio prisma Assim, tem-se V, = V2 

Por outro lado. considerando a pirâmide B'A'CC' (de vértice B' e base 
à ACC) e a pirâmide B'AAC (de vértice B' e base A AA'C), vemos que as suas 
bases têm mesma área (pois os triângulos A ACC' e A AAC são congruentes) e 
ambas têm também alturas iguais (é a distância do ponto B' ao plano que contém 
a face ACC'A do prisma). Assim, tem-se Va = Va. 

Este raciocinio mostra que o volume da pirâmide B'ABC é igual à terça parte 
do volume do prisma, isto é, 
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14.7 — VOLUME DE UMA PIRÂMIDE QUALQUER 


Consideremos a pirâmide VABCDEF, de altura h e área da base S, O 
polígono da base pode ser separado em quatro triângulos, por meio das diagonais 
conduzidas pelo vértice B. Assim, a pirâmide fica separada em quatro pirâmides 
triangulares. A soma dos volumes dessas quatro pirâmides é igual ao volume da 
pirâmide dada. Temos, então, 


1 1 


1 1 
hd La Ran Salta Sah= 


ERRO +Sh=5 Sn 
3 


É claro que o raciocinio é válido para uma pirâmide com um número 
qualquer de vértices na suas base. Concluímos, assim, que para qualquer 
pirâmide, o volume pode ser obtido pela expressão 


V=+ 
K) 


O volume de uma pirâmide qualquer é a terça parte do produto da área da sua 
base, pela suas altura. 


Exercicios Resolvidos 


Soh 


14.1) Calcule o volume de um tetraedro regular de aresta a. 
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Solução 


Como vimos no item 14.3, a altura do tetraedro regular é dada por 


h= e A área da sua base é a área do triângulo equilátero de lado a 
2 2 
S, «2 /3 PE e a , donde resulta 
4 3 3 4 3 
Ber 
12 


14 2) Consideremos uma pirâmide hexagonal regular de altura h, na qual a aresta 
da base tem medida a. Pede-se: 


a) a área da base (Sb); c) a área total (St) 
b) a àrea lateral (Sg), d) o volume (V). 


Solução 


a) À base da pirâmide é um hexágono regular de 
lado a. À sua área é igual a seis vezes a área 
de um triângulo equilátero de lado a. A área do 
triângulo equilátero é dada por 


e 8 


SA = 4 


Sendo assim a área do hexágono é 


a2/3 
4 


Sp =6S, = 6- 


2 
se Ea 


b) Cada face lateral da pirâmide é um triângulo isósceles de base a e cuja 
altura VM é justamente o apótema da pirâmide. A área desse triângulo é 
V 


BN 
2B a C 


V 


0) 
“ 


a-VM 


S= Portanto. é necessário determinar VM. Observado o 


triângulo retângulo MGV, escrevemos: 
Mº=GM+VG'=b? +h? 
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O valor de b pode ser obtido facilmente. Basta notar que b é a altura do 


triângulo equilátero ABG; logo b = ao Então: 


2 
ut «(2 ;n2. 382 2 3a? - an? 


2 4 4 


dis V3a? + an? 


donde V 
2 


Agora, já podemos escrever a área do triângulo ABV: 


” a 3a? + 4h2 
: 4 


S 
A área lateral da pirâmide é a soma das áreas dos seis triângulos, logo: 


*3ay3a2 + 4h? 


S, 3 


c) A área total da pirâmide é a soma da área total com a área da base: 


* 3ay3a? ah? ' 3323 


S 
, 2 2 


S, = Sta? +4hº + a/3] 


d) Para o volume da pirâmide, temos 


2.2) 
enbaSE no 1/30248 1 
3 S( 2. ) 
- 
y = 2hy3 
2 
14.3) Octaedro regular - Consideremos duas 


pirâmides quadrangulares de mesma base 
ABCD e vértices V; e V2 situados em semi- 
espaços opostos em relação ao plano da base. 
Vamos supor que a base ABCD seja um 
quadrado e que as faces laterais de ambas as 
pirâmides sejam triângulos equiláteros. A 
união dessas duas pirâmides forma um sólido 
dotado de oito faces triangulares, chamado 
octaedro regular. 
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14.4) 


14.5) 


146) 
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Calcule o volume de um octaedro regular de aresta a. 
Solução 


O volume do octaedro é, evidentemente, o dobro do volume de uma das 
pirâmides. Consideremos, então, a pirâmide V;ABCD. A área da base dessa 
pirâmide é Sp = a” Resta determinar a altura V,G. Para isso, é suficiente 
notar que o quadrilâtero V,DV2B é um quadrado de lado a e VjG é a metade 


a/2 


da diagonal desse quadrado. Assim, vg = dE Temos, então, para O 


volume da pirâmide. 


3 

V 2 

Vo So Viês da RA Eq 
3 2 6 


e a assim o volume do octaedro é 


V 


Uma pirâmide tem suas arestas laterais congruentes duas a duas Prove 
que o poligono da base é inscritivel em uma circunferência, cujo centro e a 
projeção ortogonal do vértice da pirâmide sobre o plano da base. 


V 


Solução 


seja G a projeção ortogonal do vértice V sobre e 


plano da base. Como VGA = VGB=90º e VA = VB, 
temos 4 VGA = A VGB, donde GA = GB. Da mesma 
forma, teremos GB = GC, e assim por diante. 
Portanto, o ponto G é o centro de um circunferência 
circunscrita ao poligono da base da pirâmide. 


A projeção ortogonal do vértice de um pirâmide sobre o plano da base é 0 
centro da circunferência circunscrita ao poligono da base. Prove que esta 
pirâmide tem suas arestas laterais congruentes duas a duas. 


Solução 


Observe a figura do exercicio anterior, Temos VGA = VGB -=90ºe GA = GB. 
Logo, A VGA = 4 VGB e, assim, VA = VB. 


A base de uma pirâmide é um triângulo 
retângulo e as arestas laterais são 
congruentes duas a duas. Prove que uma das 
faces laterais é perpendicular ao plano da 
base. 


Solução 
Se as arestas laterais são congruentes duas a duas, então a projeção 
ortogonal G do vértice da pirâmide, sobre o plano da base, é o ponto médio 
da hipotenusa ÁB. Assim, o plano pl (VAB) contém uma reta VÊ, que é 
perpendicular ao plano da base 

14.7) Uma pirâmide hexagonal regular tem aresta lateral de 10 cm e aitura 8 cm. 


Calcule as áreas das seções diagonais (isto é, seções determinadas por 
planos que contêm o vértice e uma diagonal da base). 


Solução 


No 4 VGD, temos (VD)? = (VG) + (GD)? donde 
(GD) = (VD)? — (VG)? = 10º - 8? = 36, assim, 
GD = 6 cm Para a seção VAD, temos 

1 


S,= 2 (AD)-(VG), logo S, = 512:8- 48cm?. 


O lado do hexágono mede 6 cm, logo a 
diagonal AO mede 6/3cm. Para a seção 
VAC, temos 

(VP) = (VC) — (PC)? = 10º -- (3/3) =73 
donde VP = 73. Portanto, a sua área é 


SA = 5 (AC)-(VP) = 


E (VS NNT3) = 3/219cm 


14.8 - TRONCO DE PIRÂMIDE DE BASES PARALELAS 
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Consideremos um pirâmide de vérice V e altura h, (piramide 1). 
Imaginemos que um planôó |), paralelo ao plano ao plano « da base, core a 
pirâmide à distância h; do vértice, sendo h; < h,. À interseção do plano B com a 
pirâmide é um poligono semelhante ao poligono da base e tem o nome de seção 
transversal Note que o plano |! separa a pirâmide em dois sólidos, um dos quais é 
também chamado tronco de pirâmide. 

Às bases das duas pirâmides são às bases do tronco e a diferença H = h — ha, 


que representa a distância entre as duas bases, é a altura do tronco, Às faces laterais 
do tronco são irapézios. 


14.9 — PIRÂMIDES SEMELHANTES 


As duas pirâmides, 1 e 2, oblidas anteriormente são semelhantes. No 
capitulo 11, tem 11.4, haviamos examinado a formulação de um conceito geral de 
semelhança entre figuras planas Nao hã, no entanto, motivo especial que nos 
impeça de estender tal conceito a quaisquer figuras geométricas. 


Duas figuras são semelhantes se existe uma correspondência entre seus pontos, 


tal que a razão entre um segmento da primeira e o correspondente segmento da 
| segunda figura seja constante. 


A razão k entre dois segmentos correspondentes chama-se razão de 
semelhança. 


prâmide 1 
pirâmide 2 


No caso das duas pirâmides observadas no item anterior, temos: 


AB, A El, AM - B,V, e 


Tomando-se, por exemplo, duas diagonais das bases, temos SE nt Em 
2“ 


REA | 
particular, podemos escrever também — =k, 
2 
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Duas pirâmides semelhantes apresentam 


a) os ângulos poliédricos correspondentes, congruentes; 
b) as faces correspondentes, semelhantes; 
c) as arestas correspondentes, proporcionais. 


Temos ainda as seguintes afirmações: 


1º) As áreas de superfícies correspondentes estão entre si na razão k2, 


23) Os volumes dos dois sólidos, ou de partes correspondentes, estão entre si 
na razão k”. 


A 1º afirmação já tinha sido referida no item 11.4 Considerando-se as áreas 
das bases, as áreas laterais, as áreas totais, as áreas de faces laterais, etc. de 
cada pirâmide podemos escrever 


Say = Sia = se = Svas, — = kº 
So, S, SS, Svas 
Para os volumes das duas pirâmides temos 
1 
—S 
EA 3 ap PL =k2 k3 
Vz 5 Sb, cha So, hz 


confirmando a 2º afirmação 


14.10 — VOLUME DO TRONCO DE PIRÂMIDE 


Para calcular o volume do tronco de pirâmide. basta subtrair do volume da 
pirâmide 1, o volume da pirâmide 2: 


V,= Vá — Va BA 


Para maior comodidade de notação, 
indiquemos as áreas das bases do tronco por B, e 


Bo. 
Como V, = k*V,, vem 


Vi=kVo—Vo=Vo (K — 1)= 
=Va(k-1)(K+k+1) 


Mas 


aj=38 


Va(k— )= Bah ali 


RA 


e como 


podemos escrever 


donde resulta, finalmente, 


Vr -<[8, + BB; +B,] 


Exercicio Resolvido 


14.8) Uma pirâmide regular de base quadrada tem aresta da base igual a 5 cm € 
altura 8 cm. Seciona-se essa pirâmide com um plano paralelo à base, 
situado à distância de 3 cm do vértice. Determine o volume do tronco de 


pirâmide assim obtido. 
Solução 


O volume da pirâmide dada é 


1 
W==Shh= 
5 
ERR 200 2 
3 3 


À pirâmide menor, de altura 3 cm e aresta da base igual a a, tem volume 
1 
3 
Determinemos a, lembrando que as duas pirâmides são semelhantes, isto é, 
a razão entre as arestas das bases é igual à razão entre as alturas: 


W=1Sh=1a2.3-2 
J 


as 
5 8 
donde 
15 
a=— em 
8 
Assim, 
2 
E pes] 228 my? 
8) 64 


PAT? 


O volume do tronco é dado por 


200 225 12125 3 
a = ET 


Outro modo 


A base maior do tronco tem área B, = 25 cm? A base menor tem área B. tal 


que 
Epaja(SF 
B, 18) 
donde 
Bo cogu 4 2 cm? 
64 84 


A altura do tronco é H = 5 cm. 
Podemos, então, aplicar a fórmula deduzida acima. 


Wi - [8 E q +B, |= 
Ze 225 
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a es *Vº “aa “ea | 

2 SR 225 GOO comem 
3| 8 64 | 192 


Exercícios Propostos 


14.9) Dê a soma de todos os ângulos das faces de um pirâmide: 
c) pentagonal; 


a) triangular; 
d) cuja base é um poligono de n lados 


b) quadrangular, 


14.10) Quantos lados tem a base de um pirâmide na qual a soma de todos os 
ângulos das faces é igual a 3 600º? 


14.11) Prove que o plano que contém a altura de uma pirâmide e a altura de uma 
face lateral é perpendicular ao plano desta face lateral. 


14.12) Determine a aresta x do cubo inscrito em 
uma pirâmide regular de base quadrada, 
com aresta da base a e altura h. 
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14.13) Em uma pirâmide regular de altura h, a aresta da base é a. Calcule a aresta 
lateral e a altura da face (correspondente ao lado da base), sendo a 
pirâmide 
a) triangular; b) quadrangular 


14.14) Em uma pirâmide regular, a aresta da base é a e a aresta lateral é b. 
Calcule a altura da pirâmide, sendo ela: 


a) triangular; b) quadrangular c) hexagonal. 


14.15) A base de uma pirâmide é uma triângulo isósceles cuja base mede 30 cm é 
cujo ângulo do vértice é 120º A altura da pirâmide mede 10 cm e passa pelo 
centro da circunferência circunscrita à base. Determine a medida da aresta 
lateral de pirâmide. 


14.16) Cada aresta lateral de uma pirâmide mede 52 cm. A base da pirâmide é um 


triângulo com lados 12 10 em, 24 em e 12/10 cm. Calcule a altura da 
pirâmide. 


14.17) A altura de um prisma triangular regular é igual a 6 cm e a aresta da base é 
3 cm. O centro da base superior e os vértices da base inferior servem como 
vértices de uma pirâmide. Seja « o ângulo da aresta lateral da pirâmide com 
o plano da base. Calcule tg «a. 


14.18) A base de uma pirâmide é um paralelogramo cujos lados medem 3 cm e 
7 cm. À altura da pirâmide é 4 cm e a projeção ortogonal do vértice sobre O 
plano da base é a interseção das diagonais da base. Calcule as diagonais 
da base, sabendo que a maior aresta lateral mede 6 cm. 


- 19) Em uma pirâmide quadrangular, todas as arestas são congruentes duas a 
duas. Seja « o ângulo do vértice da seção diagonal da pirâmide. Calcule a. 


14.20) Determine quantas diagonais tem um tronco de pirâmide: 


a) quadrangular; b) pentagonal, c) cuja base tem n 
lados. 


14.21) Em uma pirâmide triangular regular, a aresta da base mede 8 cm e a aresta 
lateral oposta dista 5 cm dela. Determine a medida da aresta lateral. 


14.22) Em um tetraedro regular de aresta a é inscrito uma 
prisma triangular regular, cujas arestas são todas 
iguais, de modo que os vértices de uma de suas bases NY 
estejam sobre as arestas laterais do tetraedro, 
enquanto que a outra base está contida na base do 
tetraedro. Determine a aresta do prisma. 


14.23) Seja q a medida do diedro determinado por uma aresta de um tetraedro 
regular. Calcule cos u. 
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14.24) Seja a a medida do ângulo que uma aresta de um tetraedro regular forma 


com uma face que não a contém. Calcule cos cu. 


14.25) Uma pirâmide triangular tem vértice V e a sua aresta lateral BV é 
perpendicular ao plano da base ABC. Sendo AV = 10 cm, CV = 20 cm e 


BAV = 30º, calcule sen «, onde «a = BCV. 


14.26) Uma pirâmide VABC, de base triangular. tem sua 
aresta tateral VÃ perpendicular ao plano da base. 


Os ângulos das faces medem BVA=30º, 


AVC = 45º e BVC =60º. Calcule o cosseno do 
ângulo BÃC. 


14.27) Uma pirâmide tem como base um triângulo 
retângulo isósceles ABD, de hipotenusa, AB = a 
A face lateral CAB é também uma triângulo 
retângulo isósceles de hipotenusa AB, cujo plano 
é perpendicular ao plano da base. Calcule a 
distância entre as arestas opostas AB e CD. 


14 28) Uma pirâmide tem como base o A ABC, retângulo 
-—s É 

em C, e a aresta lateral AV é perpendicular ao 

plano da base. Sendo VB = b. VC = ce 


ACV = a, calcule sen RB. onde P = ABV. 


14.29) Uma pirâmide tem como base um triângulo ABC 
e sua aresta lateral CV é perpendicular ao plano 


da base. Sendo CÂV = q, CBV=P e AVB=y, 
determine cos «p, onde q = ACB, 


V 
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14 30) Uma pirâmide tem como base um retângulo ABCD. O plano da face lateral 
VBC é perpendicular ao plano da base. Sendo AVB=CVD=30º e 
AVD = 60º, calcule sen «, onde u = CVB. 


14.31)A base de uma pirâmide é o triângulo equilátero ABC. A face lateral VABC é 
a 
também um triângulo equilátero, sendo VC = 3 AB. Dado ÀB = a, calcule a 


. es. es 
distância entre as arestas ABe VC. 


14 32)Qual deve ser a aresta de um tetraedro regular cuja a área total é 
36 43 em?? 


14 33)Seja A a área da base de um tetraedro regular. Calcule a altura desse 
tetraedro, em função de A. 


*4.34) Numa pirâmide hexagonal regular, a área lateral é 72 cm? e a aresta lateral 
mede 5 cm. Calcule a aresta da base. 


+35) Considere um cubo de aresta igual a 1 cm. Sejam Ap 
ABCD e AB'C'D' duas faces opostas desse cubo. 
Podemos obter uma pirâmide tomando quadrado 
ABCD como base e o ponto A' como vértice. Qual é a 
área lateral dessa pirâmide? 


14.36) Considere um cubo de aresta igual a 1 cm. Sejam ao A, 
ABCD e A'B'C'D' duas faces opostas desse cubo. A PY ANB' 
Forma-se uma pirâmide tomando-se o quadrado 
ABCD como base e, como vértice, o centro V da face 
AB'C'D' Qual é a área lateral dessa pirâmide? 


ns 
| 
Q 
==. 
(5) 


V . 
O 
O 
q 
. 
. 
. 
a 


» 
[99] 


14.37) Uma pirâmide de 10 cm de altura tem por base um quadrado de lado 15 cm. 
Qual é a área da seção transversal dessa pirâmide, situada a distância de 
6 cm do vértice? 


14.38) A base de um pirâmide é um triângulo ABC com lados AB = AC = 15 cme 
BC = 16 cm. A aresta VA da pirâmide mede 8 cm e é perpendicular ao plano 
da base. Determine as medidas das arestas VB e VÊ e a área da face VBC. 
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14.39) A base de uma pirâmide é um retângulo ABCD, com lados de 9 cm e 12 em. 
A aresta lateral vB é perpendicular ao plano da base e mede 12 em. 
Determine as áreas das seções diagonais da pirâmide 


14.40) Dadas a aresta da base 3 e a altura 4 de uma pirâmide regular, determine a 
area lateral, sendo a piramide: 


a) triangular, b) quadrangular c) hexagonal. 


id4 41) Determine a área lateral de uma pirâmide regular a) triangular. b) 
quadrangular, C) hexagonal, cuja aresta da base mede a, sabendo que cada 
face lateral forma 60º com o plano da base. 


14.42) A área lateral de uma pirâmide regular é 12 emí e a aresta da base mede 
é cm. Calcule a aresta lateral e a altura, se a pirâmide é: 
a) triangular; b) quadrangular c) hexagonal. 


14.43) Calcule a altura de uma pirâmide regular a) trangular, Db) quadrangular. c) 
hexagonal. de aresta da base a, sabendo que a area lateral é o dobro da 
área da base. 


14. 44)A área da seção diagonal de uma piramide quadrangular regular é igual à 
área da base, cuja aresta é a Calcule a área lateral da pirâmide. 


14.45)A altura de uma pirâmide hexagonal regular é igual a 8 cn e a aresta da 
base mede 4 /3 cm. Determine a área total da pirarnide. 


14.48) Determine a área lateral de uma piramide hexagonal regular cuja aresta 
lateral mede 17 cm, sabendo que o diâmetro da circunferência inscnta na 


base é igual a 1543 em. 


14.47) Em uma pirâmide triangular regular com aresta da base igual a 24 cm, cada 
face lateral é perpendicular à aresta lateral não contida nela. Calcule a áres 
lateral desta pirâmide. 


14.48)Um cubo é inscrito em uma pirâmide quadranguiar 
regular, coma mostra a figura. À altura da pirâmide é 
igual ao dobro da aresta do cubo. Sendo a a aresta do 
cubo, calcula a area lateral da pirâmide. 


14. 49)As faces laterais de uma pirâmide triangular apresentam no vértice da 
pirâmide ângulos de 80º, 60" e 90º Cada aresta lateral mede a, Determine a 
area total da pirâmide, 


14.50)A aresta da base de uma pirâmide é a. Uma das arestas laterais é 
perpendicular ao plano da base e mede a. Calcule a área lateral da 
pirâmide, se sua base é: 

a) um triângulo equilátero; 
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5) um quadrado, 
c) um hexagono regular 


14.51) A base de uma pirâmide é um retângulo de área igual a 100 em”. Duas faces 
laterais são perpendiculares ao plano da base e duas outras formam com 
- ele 30º e 60º Calcule a área total da pirâmide. 


14.52)A base de uma pirâmide é um retângulo cuja diagonal mede m. O ângulo 
entre as diagonais é de 80º e as arestas laterais formam também 60º com o 
plano da base Calcule a área lateral dessa pirâmide. 


14 S3)Ê dado um cubo de aresta a. Forma-se um quadrado com vértices nos 
pontos médios das arestas de uma face Calcule a área total da pirâmide 
que tem como base esse quadrado e como vértice o centro da face oposta 
do cubo, 


14.54) Com base em um mesmo triângulo equilátero de lado a constroem-se uma 
pirâmide e um prisma regulares, de mesma altura e área lateral. Calcule à 
altura. 


14.55)0s lados correspondentes das bases de um tronco de pirâmide são 
proporcionais a 3 e 7, Um ponto de uma aresta lateral divide-a na razão 2: 1 
(o maibr segmento ficando da lado da menor base). Por esse ponto conduz- 
se um plano paralelo às bases Em que razão fica dividida a área lateral do 
tronco? 


14.56) Em uma pirâmide triangular regular, a aresta da base e a altura são iguais a 
a. Calcule a área lateral dessa pirâmide. 


14.57) Calcule a altura de uma pirâmide quadrangular regular de aresta da Dase 
5 cm, sabendo que a sua area lateral é : da área lateral de um prisma reto 
de base e altura iguais às da pirâmide. 

14,58) É dada a altura h de uma pirâmide hexagonal regular, Determine a aresta da 


base, Sabendo que a área lateral é E da área de um triângulo equilátero 


de lado igual à altura dada. 


14.598) Em uma pirâmide quadrangular regular, de aresta da base a, a área lateral é 
igual a 32º, Calcule a altura da pirâmide. 


14.80) Uma pirâmide regular tnangular de altura h tem como faces laterais 
triângulos retângulos. Calcule a area lateral da pirâmide. 


14.61) De uma pirâmide de altura igual à 12 m obtém-se um tronco de altura iguala 


9 m. Qual é a razão entre as áreas da base menor e da base maior desse 
tronco? 
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14 62)Uma pirâmide de base quadrada tem altura de 25 cm Calcule a aresta da 
base, sabendo que a seção transversal feita à 15 em do vériice tem área de 
38 em” 


14.83) 0s lados das bases de um tronco de pirâmide medem 18 cm e 12 cm. Pelo 
ponto médio da altura, conduz-se um plano paralelo ás bases. Em que razão 
fica dividida a área lateral do tronco? 


14,64) Uma pirâmide tem altura Ah e área de base B A que distância do véniice 
deve ser conduzido um plano paralelg à base, para que a área da seção 
seja b”? 


14 B5)A que distância do vértice deve ser conduzido um plano paralelo à base de 
um pirâmide, para se obter dais sólidos de mesma área lateral”? 


14.66) Dá-se a altura 9 em de uma pirâmide regular de base quadrada e constroi 
se sobre a base um cubo, de modo que a face do cubo, oposta à base, core 


a pirâmide segundo um quadrado de lado : cm Calcule o lado da base da 
pirâmide, 


14.67) Dois planos paralelos à base de uma pirâmide dividem a superiicie lateral! 
em três partes cujas áreas são proporcionais à 5, de 5 (contadas a partir do 
vértics). Em que proporção fica a altura dividida por esses planos? 


14.68) Considere uma pirâmide regular de altura 8 cm cuja base é um quadrado de 
5 cm de lado Calcula: 
aja área da base (Ss); ec) a área total (Sn; 
b) a área lateral (S,); dj o volume (4), 


14.69) Uma pirâmide de altura igual a 4 cm tem 
como base um triângulo retângulo isósceles 
de cateto igual a 4 em, como indica a figura. 
A aresta VA é perpendicular ao plano da 
base, Calcule: 
aja área da base (Se); 
bj a área lateral (84); 

c) à área total (Si), 
dj o volume (4). 


14.70) Determine q volume de um tetraedro regular de altura igual a 10 cm. 


14.71) Considere uma pirâmide regular de altura & em, cuja base é um triângulo 
equilatero de 4 em de lado. Calcule: 


aj a área da base (Ss), c) a area total (Sy. 
b) a área lateral (Sp), dj o volume (VI. 
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14.72) Uma pirâmide de altura igual a 3 cm 
tem como base um triângulo retângulo 
de cateto 3 cm e 4 cm, como indica a 
figura. A aresta VC é perpendicular ao 
plano da base. Calcule: 
a) a área da base (Sb); 
b) a área lateral (S$); 
c) a área total (Si); 
d) o volume (V). 


14.73) Determine o volume de um tetraedro regular cuja base tem área igual à 
12 43 cm? 

14.74) Numa pirâmide hexagonal regular, a altura é igual ao triplo da aresta da 
base. Determine a aresta da base, sabendo que o volume dessa pirâmide é 
igual a 12 V3 cm? 


14 75) Qual é o volume de um tetraedro regular cuja área total é 25 V3 em?? 


14.76) Numa pirâmide hexagonal regular, a aresta da base mede 3 cm. Qual deve 


ser a altura dessa pirâmide para que a aresta da base, a altura e o volume 
formem, nessa ordem, uma PG? 


+ 77) Calcule o volume de uma pirâmide regular triangular na qual a aresta da 
base mede a e a altura é igual a 2a. (Note que não é um tetraedro regular!) 


14.78) A área total de um tetraedro regular é S. Calcule, em função de S: 
a) a altura do tetraedro (h)) b) o volume (V). 


14.79) Considere um prisma regular e uma pirâmide regular, ambos de mesma 
altura. O prisma tem como base um triângulo equilátero de lado a e a 
pirâmide tem como base um quadrado de lado a. Qual é a razão entre os 
volumes do prisma e da pirâmide”? 


14.80) Numa pirâmide regular de base quadrada, a aresta da base mede “2 cm. 
Qual deve ser a altura dessa pirâmide para que a aresta da base, a altura e 
o volume formem, nessa ordem, uma PG? 


14.81) Prove que, num tetraedro regular, sendo P um ponto de seu interior, então a 
soma das distâncias de P às quatro faces é igual à altura do tetraedro. 


14.62)As diagonais das faces de um cubo de aresta a 
(mostrado na figura) são as arestas de um tetraedro 
regular ACFH. Determine o volume do tetraedro. 
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14.83) Calcule à volume de uma pirâmide triangular regular, de aresta da base a e 
aresta lateral Za. 


14. Bá) Calcule o volume de uma pirâmide quadrangular regular, de aresta da base 
a e aresta lateral 2a. 


14.85) Calcule o volume de uma pirâmide hexagonal regular, de aresta da base a e 
aresta lateral Za. 


14.86) Calcule o volume de uma pirâmide tnangular regular, de altura h e aresta 
lateral Zh 


14 87) Calcule o volume de uma pirâmide hexegonal regular, de aitura h e aresta 
lateral 2h. 


14 88) Calcule o valor de uma pirâmide quadrangular regular, de altura h e aresta 
lateral 2h. 


14.89) Calcule o volume de uma pirâmide triangular regular, cuja face laterai é um 
inângquio isósceles de base a e altura Za. 


14.90) Calcule o volume de uma pirâmide quadrangular regular, cuja face lateral & 
um tnângulo isósceles de base a e allura 2a. 


14 91) Calcule o volume de uma pirâmide hexagonal regular, cuja face lateral é um 
triângulo isósceles de base a e altura Za. 


14 82)Em uma pirâmide tnangular regular, de aresta da base a, a face lateral 
forma 30º com o plano da base Calcule o volume da pirâmide. 


14.983) Em uma pirâmide quadrangular regular, de aresta da base a, a face lateral 
forma 45º com o plano da base. Calcule o valor da pirâmide 


14.94) Em uma pirâmide hexagonal regular, de aresta da base a, a face lateral 
forma 60º com o plano da base. Calcule o volume da pirâmide. 


14.95) Em uma pirâmide triangular regular. de aresta da base a, a aresta lateral 
forma 30º com o plano da base. Calcule o volume da pirâmide 


14.96) Em uma pirâmide quadrangular regular, de aresta da base a, a aresta lateral 
fórma 60º com o plano da base. Calcule o volume da pirâmide. 


14.97) Em uma pirâmide hexagonal regular, de aresta da base a, a aresta lateral 
forma 45º com o plano da base. Calcule o volume da pirâmide. 


14. 98) A aresta da base de uma pirâmide trianquiar regular mede 2 cm e a reta 


perpendicular conduzida de um vérico da base à face oposta encontra O 
apótema da prâmide no seu ponto médio. Calcule 0 volume da pirâmide. 
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14.99)0 centro da base superior de um prisma triangular regular e os pontos 
médios das arestas da base inferior são os vértices de uma pirâmide. 
Calcule a razão entre os volumes do prisma e da pirâmide. 


14 100) Mesmo problema anterior, no caso de um prisma quadrangular regular 
14.101) Mesmo problema anterior, no caso de um prisma hexagonal regular. 


14.102) Calcule o volume de uma pirâmide quadrangular regular, sabendo que 
seção diagonal é um triângulo eguilátero de lado a. 


14.103) Calcule o volume de uma pirâmide quadrangular regular, sabendo que a 
face lateral é um triângulo equilâtero de lado a. 


14,104) Calçule o volume de uma pirâmide triangular regular, sabendo que o plano 
determinado pela altura e uma aresta lateral define uma seção que é um 
trângulo isósceles a) cuja base é o apótema da pirâmide; h) cuja base é à 
aresta lateral À aresta da base é a. 


14 105) É dada uma pirâmide quadrangular regular. A área da seção que contém 
uma diagonal da base, e é perpendicular à aresta lateral, é iguala 5 O 
plano da seção é inclinado de 60º sobre o plano da base. Calcule q volume 
da pirâmide, 


4.106) A face lateral de uma piramide hexagonal regular forma 80º com o plano 
da base e tem área de V3 cm”, Calcule o volume da pirâmide. 


14.107) Calcule 0 volume de uma pirâmide hexagonal regular na qual a seção que 
contêm a menor diagonal da base e o vértice da pirâmide forma &0º com o 
plano da base e tem área iguala 2/3 em”, 


14.108) O volume de uma pirâmide hexagonal regular é igual a 45/3 cm” e a área 


da seção que contém a diagonal maior da base e o vértice da pirâmide é 
15 em“. Calcule a medida da aresta lateral da pirâmide. 


14.109) A aresta da base de uma pirâmide triangular regular é a e a distância de 


ai .a cai 
um vériica da base a face oposta é 2: Calcule o volume da pirâmide 


14.110) A base de uma pirâmide é um triângulo retângulo do qual um dos catetos é 
a e o ânqulo adjacente mede 30º. Calcule o volume da pirâmide, sabendo 
que as arestas laterais formam 80º com a base, 


14,111) À base de uma pirêmide é um triângulo isósceles de base iguala f2 eme 


altura 18 em. Cada aresta lateral mede 26 cm. Determine o volume da 
pirâmide. 
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14.112) A base de uma pirâmide & um triângulo retângulo de catetos Z4 cm e 
32 cm. Cada aresta lateral forma 60º com o plano da base. Calcule o 
volume da piramide. 


14.113) Uma pirâmide triangular term duas faces perpendiculares entre st, cada 
uma delas sendo um triângulo equilátero de lado igual a 12 cn. Calcule O 
volume da pirâmide, 


14.114) A base de uma pirêmide é um retângulo de área igual a im?. Duas faces 
laterais são perpendiculares ao plano da base e as duas outras formam 
309º e 60º com o plano da base. Calcule o volume da pirâmide. 


14.115) A base de uma pirâmide é um retângulo. A face lateral que contêm o maior 
lado da base é perpendicular à base, lem a forma de um lIrângulo 
equilátero e forma 60º com a face lateral que contêm 6 lado oposto da 
base. Calcule o valor da pirâmide, sabendo que a área desta outra face 


o = 
lateral é 43 em”. 


14,118) Um tetraedro tem como base um triângulo retângulo isósceles de catelo a 
e as suas arestas laterais são todas iguais a a. Calcule o volume do 
telraedro. 


14.117) Sobre uma mesma base de área 100 em”, constroem-se um prisma reto e 
uma pirâmide, de modo que o volume do prisma é o dobro da pirâmide. 
Calcule a área da seção que a base superior do prisma determina a 
pirâmide. 


14.418) Dé a razão enlre o volume de um cubo e o volume de um telraedro regular 
cuja aresta é a diagonal de uma face do cubo. 


14.118) Ache o volume de uma pirâmide quadrangular 
regular, de aresta lateral £, sabendo que as faces 


laterais formam o ângulo de 60º com o plano da 
bases. 


Tao 
2” 
semana nen 


, 4 
qem qem nm Ao 


Sos 


14.120) Uma pirâmide triangular regular tem aresta lateral £ e as faces laterais 


formam ângulo de 45º com à plano da base. Calcule a área lateral e O 
volume da pirâmide. 


14.121) Qual é o volume de um octasdro regular cuja aresta mede 15 cm”? 


14.122) Qual deve ser a aresta de um octaedro regular para que q seu volume seja 
8/2 em? 


14,123) Os pontos médios das arestas de um tetraedro regular são vertices de um 
bctaedro regular. Determine a razão entre o volume do oclaedro e do 
tatraedro 
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14.124) Os centros das faces de um cubo são vértices de um octaedro regular. 
Determine a aresta b do octaedro, sendo a a aresta do cubo. 


14.125) Os baricentros das faces de um octaedro regular são os vértices de um 
cubo. Determine a aresta b do cubo, sendo a a aresta do octaedro. 


14.126) Um cubo está inscrito em um octaedro regular, de 
modo que seus vértices estejam na aresta do 
octaedro. como a ilustração mostra. A aresta do 
octaedro é a. Determine a aresta do cubo. (Note 
que A ABV -— A MNV.) 


14.127) Determine a área da superficie de um octaedro 
regular de aresta a. 


14.128) A aresta de um octaedro regular é igual a 1 m. Determine a distância entre 
dois vértices opostos. 


14.129) Seja « a medida do diedro determinado por uma aresta de um octaedro 
regular Calcule cos a. 


*4.130) Uma pirâmide tem altura de 15 cm e a sua base tem área de18 cm? Uma 
seção transversal separa essa pirâmide em dois sólidos de mesmo 
volume. Qual é a área dessa seção transversal? 


4.131) Numa pirâmide de 3 m de altura, toma-se uma seção transversal a 1 m do 
vértice, separando-se, desta forma, a pirâmide em dois sólidos. Qual é a 
razão entre os volumes desses dois sólidos? 


14 132) Com duas seções transversais, separa-se uma pirâmide em três sólidos 
de igual altura, dos quais um é também uma pirâmide e os outros são 
troncos. Qual é a razão entre os volumes desses troncos? 


14.133) Planos paralelos à base de uma pirâmide dividem a sua altura em três 
partes iguais. Em que proporção o volume da pirâmide fica dividido por 
estes planos? 


14.134) Planos paralelos à base dividem uma pirâmide em três sólidos de mesmo 
volume Em que proporção a altura da pirâmide fica dividida por estes 
planos” 


14.135) A que distância do vértice de uma pirâmide deve ser conduzido um plano 
paralelo à base, para se obter duas partes de volumes iguais”? 


14.135) A que distância do vértice de uma pirâmide de altura h deve ser conduzido 
um plano paralelo à base, de modo a obter uma pirâmide cujo volume seja 


1 
E do volume do tronco? 
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14.137) Em um tronco de pirâmide trangular regular, as arestas das bases são 
Scmeitcmea aresta lateral é à cm Calcule a altura do tronco. 


14 138) Em um tronco de pirâmide triangular regular, de altura igual a 15 em. a 
face lateral é um trapézio de 17 cm de altura, À altura da base menor é 
& cm. Calcule 05 lados das bases e a aresta lateral do tronco. 


14 139) Em um tronco de pirâmide triangular regular, a aresta lateral mede 12 em e 
forma 60º com o plano da base maior. À aresta da base menor mede 


3/3 cm. Calcule a aresta da base maior e a altura do tronco. 


14.140) Em um tronco de pirâmide triangular regular, as arestas das bases medem 
18 cm e 12 cm e a face lateral forma 45º com o plano da base maior. 
Calcule a altura e a aresta lateral do tronco. 


14 141) 45 bases de um tronco de pirâmide de 6 cm de altura são triângulos 
retânguios isósceles cujas hipalenusas medem 10 cm e 26 cm. O vériice 
da pirâmide correspondente tem suas projeções ortogonais, sobre qs 
planos das bases, nos pontos médios das hipotenusas. Determine as 
arestas laterais do tronco. 


14.142) Em um tronco de pirâmide quadrangular regular, a altura é igual à metade 
da aresta lateral e as arestas das bases sãoae b [a > b). Calcule a altura 
do tronco 


14.143) Em um tronco de piramide quadrangular regular, as arestas das bases 520 
aebia>bj A arestalateral forma B0º com a aresta da base maior. 
Determine a altura da face lateral, a aresta lateral, o angulo que a aresta 
lateral forma com o plano da base maior e a altura do tronco. 


14 144) Em um trônco de pirâmide quadrangular regular, as diagonais são 
perpendiculares entre si As arestas das bases medem 20 cm e 10 em. 
Determine a altura e a aresta lateral do tronco, bem como a altura da face 
lateral. 


14.145) As faces laterais de um tronco de pirâmide regular são trapézios de bases 
iguais à 10 cm e 6 em e altura 15 cm. Calcule a area total do tronco, 
sabendo que a pirâmide é: 

a) triangular, b) quadrada Cc) hexagonal 


14.146) Em um tronco de pirâmide hexagonal regular, a altura é 13 cm e 05 lados 
da bases medem 18 cm e 12 cm. Calcula a área lateral do tronco. 


14.147) Os lados das bases de um lronço de pirâmide regular são iguais a a e da. 
sua altura é 2a Calcule a área lateral do ronco, se a pirâmide é; 


a) triangular: b) quadrada c) nexagonal 


14.448) Os lados das bases de um tronco de pirâmide quadrangular regular são 
proporcionais a 1 e 5 A altura do tronco é 21 cm e a área da seção 


diagonal é 620 42 cm?. Calcule a área lateral do tronco. 
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14.149) Os lados das bases de um tronco de piramide triangular regular são & cm 
e 4 cm. As faces laterais formam 60º com o plano da base Determine a 
área total do tronço. 


14 150) Em um tronco de pirâmide quadrangular regular, as arestas das bases 
medem 18 cm e 12 cm Às arestas lalerais formam 45º com o plano da 
base. Calcule a área lateral do tronco. 


14.151) Em um tronço de pirâmide triangular regular, as arestas das bases medem 
18 cem e 12 em. As arestas laterais formam 45º com o plano da base. 
Calcule a área lateral do lronco. 


14.152) às áreas da base maior, face lateral e base menor de um tronco de 
pirâmide quadrangular regular são proporcionais a 25, 16 e 9. Calcule a 


área total deste tronco, se a área da sua seção diagonal é 18 “30 em? 


14.153) à diagonal de um tronco de pirâmide quadrangutar regular forma 80º com 
a diagonal da base maior Estas diagonais medem B cm e 5 cm, 
respectivamente. Calcule a área lateral do tronco. 


'4.154) À aresta lateral de um tranço de pirâmide triangular regular mede 20 cm e 
forma 30º com o plano da base. A aresta da base menor mede 12 em. 
Calcule a área lateral do tronco, 


4155) Em um tronco de pirâmide trangular regular, a área lateral é 12 J801 em, 
a altura é 12 cm e a aresta lateral é 13 cm. Calcule as arestas das bases 


14.156) Em um tronco de pirâmide hexagonal regular, a altura e a aresta da base 
menor são iguais a 6 cm. À aresta lateral forma 45º com o plano da base. 
Calcule a área lateral do tronco. 


14157) Dentro de um tronco de pirâmide quadrangular regular, toma-se uma 
pirramide cuja base e a base maior do tronco e cujo vértice é o centro da 
base menor Às arestas das bases medem a e 2a. As áreas laterais do 
tronca e da pirâmide são iguais. Determine a altura do tronco. 


14.158) As bases de um tronco de pirâmide são triângulos retângulos isósceles, 
cujas hipotenusas medem 442 cm e 6/2cm. A aresta lateral que liga os 


vértices dos ângulos retos das bases é perpendicular gos planos das 
bases e mede 4 em. Calcule a área lateral do tronco. 


14.159) As arestas das bases de um tronço de piramide quadrangular regular são 
a e b. Determine a altura para que a área lateral do tronco seja igual à 
soma das áreas das bases. 


14.180) Em um tronco de uma pirâmide quadrangular regular a altura é 2 em, os 
lados das bases são 3 cm e 5 cm. Calcule a diagonal do tronco. 
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14.161) Determine as arestas das bases de um tronco de uma pirâmide 
quadrangular regular sabendo que a altura do tronco é 7 cm, sua aresta 
lateral é 9 cm e a diagonal é 11 em. 


14.162) Em um tronco de uma pirâmide quadrangular regular, a aresta da base 
maior é 9cme a aresta lateral é 8 cm. Calcule a altura do tronco, sabendo 
que a diagonal do tronco é perpendicular a aresta lateral. 


14,153) Em um tronco de uma pirâmide triangular regular, os lados das bases são 
2 cme 8 cm. Calcule a altura do tronco, sabendo que a face lateral iorma 
60º com o plano da base maigr. 


14.164) A altura de um tronco de uma prômide quadrangular regular é 4 cm e a 
diagonal do tronco é 5 em. Calcule a área da seção determinada por um 
plano que contem as diagonais das duas bases. 


14.165) Em um tronco de uma pirâmide quadrangular regular, as áreas das bases 
são Qeg(Q>9)e as arestas lalerais formam ângulos de 45º com o plano 
da base maior Calcule a área da seção por um plano que contém as 
diagonais das bases. 


14.165) O tronco de uma pirâmide triangular regular tem bases de lados 8 m e 
5 cm e altura de 3 m. Um plano contém uma aresta da base maior e & 
vériice oposto da base maior. Calcule a área da seção. 


14.167) Em um tronco de pirâmide, a razão entre arestas correspondentes das 
1 A Ee 
duas base é s À seção paralela que contém q ponto médio da altura do 


tronço (seção média) tem perimeiro igual a 45 m. Calcule os perimelros 
das bases 


14 168) As áreas das bases de um tronco de pirâmide são 2? mº e 98 mê. Calcule a 
área da seção paralela que passa pelo ponto médio da altura do tronco. 


14.169) À altura de um tronco de pirâmide é iguala h e as áreas das bases são 16 
e 81. À que distância da base maior deve ser tomada uma seção paralela 
às bases, de modo que sua área seja igual a 36? 


14,170) Calcule a altura de um tronco de pirâmide de volume igual a 49 em” 
sabendo que as áreas das bases são 9 cm” e 25 em? 


14,171) Uma pirâmide de base quadrada tem 15 m de altura e aresta da base igual 
a 6 m Coriando-se nessa pirâmide uma seção transversal situada à à m 
da base, obtem-se um tronco. Calcule: 


a) as áreas das bases do tronco (51 e 53); 
5) o volume do tronco (Vi). 


14.172) Calcule o volume de um troco de pirêmide de 12 em de altura sabendo que 
as áreas das bases são 5 m” e 20 em”. 


20" 


14.173) As faces laterais de um tronco de pirâmide regular são trapézios de altura 
13 cm, Às bases do tronço são quadrados de lados 4 em e 14 cm. Calcule 
o volume desse tronco. 


14.174) Um tronco de pirâmide hexagonal regular tem altura de & cm e as arestas 
das duas bases medem 7 eme 5 cm. Determine o volume desse tronco. 


14.175) Determine o volume de um tronco de pirâmide lriangular regular, no qual 
ag arestas das bases medem 4 cm e 2 cm ec aaltura é 5 em. 


14.176) Determine o volume de um tronco de pirâmide quadrangular reguiar, no 
qual as arestas das bases medem 4 cne Zen ea altura é 5 cm. 


14.177) Determine o volume de um tronco de pirâmide hexagonal regular, no qual 
as arestas das bases medem 4 cme 2 cme a altura é 5 em. 


14.178) As arestas das bases de um tronco de pirâmide triangular regular medem 
12 cme 8 cm e as faces laterais formam 80º com 6 plano da base. Calcule 
o volume do tronco. 


14. Y/9)As arestas das bases de um tronco de pirâmide quadrangular regular 
medem 12 cme 8 cm e as faces laterais formam 45º com o plano da base. 
Calcule o volume do tronco 


180) As arestas das bases de um tronco de pirâmide hexagonal regular medem 
Bcmedcme as faces laterais formam 60º com q plano da base. Calcule 
O volume do tronco. 


14.181) Os lados das bases de um tronco de pirâmide triangular regular são 8 cm 
e 4 cme as arestas laterais formam 30º com o plano da base. Calcule O 
volume do lronço. 


14 182) Os lados das bases de um tronco de pirâmide quadrangular regular são 
8 cm e 4 cm e as arestas laterais formam 45º com o plano da base. 
Calcule o volume do tronço. 


14.183) Os lados das bases de um tronco de pirâmide hexagonal regular são 8 cm 
e 4 eme as arestas laterais formam 80º com o plano da base. Calcule o 
volume do tronco. 


14.184) Os lados das bases de um tronco de pirâmide triangular regular são Bm e 
4 meo ângulo agudo da face lateral é 60º. Calcule o volume do tronco. 


14.185) Mesmo problema anterior, no caso de um tronco de pirâmide quadrangular 
regular. 


14.186) Mesmo problema anterior, no caso de um tronço de pirâmide hexagonal 
regular. 


14.187) Calcule o volume de um tronco de pirâmide triangular regular de aresta 
lateral J48 cm e arestas das bases 10 cm e 4 cm. 


288 


t4 188) Calcule o volume de um tronco de pirâmide quadrangular regular de 
arestas das bases 10 cm e 4 cm e aresta lateral /48 em 


14.189) Calcule o volume de um tronco de pirâmide hexagonal regular de aresta 
lateral J48 cm e arestas das bases 10 cm e d cr. 


14.150) As arestas das bases de um tronco de prâmide triangular regular medem 
Sem e3cm Às faces laterais são trapézios cuja altura é igual à soma dos 
ralos das circunferências inscritas nas bases. Calcule o volume do tronco. 


14.191) Em um tronco de pirâmide triangular regular a aresta lateral é igual ao raio 
R da circunferência circunscrita à base maior e forma &0º com q plano da 
base. Determine à volume do tronco 


14.182) Em um tronco de pirâmide triangular regular as àreas das bases são iguais 


e ” - 5/30 
a 4/f3cm? e o/2cm? e a área da face lateral é E cn?. Calcule 0 


volume do tronco. 


14.193) As arestas das bases de um tronco de pirêmide quadrangular regular são 
24 cme 12 eme a face lateral é um trapézio de altura 10 cm. Calcule o 
volume do tronco. 


14.194) Determine o volume de um tronco de pirâmide quadrangular regular 
sabendo que a diagonal mede 40 cm e é perpendicular à aresta lateral, 
que mede 30 em 


14.155) Um tronco de pirâmide quadrangular regular tem volume 108 cm?. altura 
3 cm e as suas diagonais das bases são proporcionais a 5 e 7 Calcule as 
medidas das arestas das bases. 


14.196) Em um tronco de piramide quadrangular regular, a área da base menor & 
16 cm? e a área da face lateral é 64 cm? Calcule o volume do tronco, se a 
face lateral forma 80º com o plano da base. 


14.197) Em um tronco de pirâmide triangular regular, a altura é 6 m, os lados de 
uma base são 29m, 52 me 27 meo perímetro da outra base é 72 m. 
Determne o volume do tronco. 


14.198) Em um tronco de pirâmide de volume 152 mº e altura 8 m, as áreas das 
bases são proporcionais a 9 e 4. Determine o volume da pirâmide não 
truncada. 


14.158) Em um tronco de pirâmide as áreas das bases são 3 mles9 mea altura 
& 38 m. Calcule o volume da pirâmide não truncada. 


14.200) Em um tronco de pirâmide de bases quadradas, a soma dos perimetros 


das bases é 32 cm, a soma das áreas das bases é 34 cr” e o volume é 
245 cm”. Calcule as arestas das bases e a altura do tronco. 
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Capitulo 


gesso 


5 Poliedros convexos 


15.1 - TIPOS DE POLIEDROS 


Pirâmides, prismas, octaedros regulares, troncos de pirâmides, são sólidos 
limitados por superfícies fechadas, formadas exclusivamente de poligonos 
convexos. Toda superfície fechada que consiste inteiramente de poligonos 
convexos é chamada superficie poliédrica e o sólido limitado por essa superficie 
chama-se poliedro. Os poligonos que formam a superficie poliédrica são as faces 
do poliedro Para um poliedro convexo supõe-se que: 


4 4 


a) Não há duas faces num mesmo plano. 
b) Cada lado de uma face está contido em duas, e somente duas faces. 


c) O plano que contém cada face deixa todas as demais faces num mesmo 
semi-espaço. 


Os vértices das faces são também os vértices do poliédrico e os lados das 
faces são chamados arestas do poledro Note que cada vértice do poliedro 
corresponde a um ângulo poliédrico, no qual está contido todo o poliedro. 


Um segmento com extremidades em dois vértices do AS ii 
poliedro e não contido em uma face é chamado diagonal do “e 
poliedro. 


Os poliedros são classificados de acordo com o seu 
número de faces O mínimo número de faces é quatro e o 
poliedro com quatro faces chama-se tetraedro. Outros nomes 
seguem na tabela abaixo. 


tetraedra 


números de faces 


15.2 “TEOREMA DE EULER 


Consideremos os sólidos representados nas figuras. São todos eles 
exemplos de poliedros convexos. 


tetraedro 


> 
Y 


prisma pentagonal pirâmide hexagonal | octaedro regular tronco de pirâmide 


Indiquemos por: WY: o número de vértices 
A: o número de arestas 
F: o número de faces 
de cada um desses poliedros e calculemos, para cada um, o valor da expressão 
V-A+F 


Os resultados estão resumidos na tabela a seguir. 
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É tetraedro 


prisma pentagonal 
pirâmide hexagonal 


Como você pode notar, o valor da expressão V — A + F permanece o mesmo 
ara todos os poliedros convexos do exemplo. Na verdade, encontrariamos O 
"esmo valor para qualquer outro poliedro convexo. A propriedade que estamos 
bservando é conhecida como teorema de Euler. 

Eis O seu enunciado geral: 


Para todo poliedro convexo vale a relação: 
V-A+F=2 


Antes de dar a sua demonstração, examinemos um exemplo de aplicação. 


Exercício Resolvido 


15.1) Um poliedro convexo tem oito faces, sendo uma pentagonal, duas 
quadrangulares e cinco triangulares. Quantas arestas e quantos vertices tem 
esse poliedro? 


Solução 


Calculemos o número de arestas; 


1 face pentagonal - Sarestas 
2 faces quadrangulares - 8arestas 
5 faces triangulares — 15arestas 

28 arestas 


Sendo assim, o número de arestas do poliedro é A = 14 (pois como cada 
aresta é comum a duas faces, no cálculo acima, cada aresta havia sido 
contada duas vezes). Temos, então: F=8Be A=14e como 


V-A+F=2 E“, 


V-14+8=2 


obtemos 


isto é, 

V=8 
A figura sugere uma das formas possíveis de um sólido com essas 
características 
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15.3 - DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE EULER 


A superficie poliédrica S que limita um poliedro convexo tem V vértices, A 
arestas e F faces. Sendo N = V — A + F, provemos que N = 2. Ao longo da 
demonstração, vamos eliminar sucessivamente as faces, uma a uma, da superfície 
poliédrica 

Vamos, primeiramente, remover uma das faces 
Na superfície aberta S, o número de arestas Ave o 
número de vértices V; não se alteram, enquanto que o 
número de faces decresce em uma unidade. Assim, 


Vi-AtF4=N—1 


Uma aresta de uma superficie poliédrica é 
chamada de fronteira se está contida em uma única 
face. Uma vértice de fronteira é aquele que pertence a 
uma única face Uma face também se chama face de 
fronterra se contém uma aresta de fronteira E claro que 
somente superficies abertas têm elementos de fronteira. 
Uma face qualquer deve ter no minimo uma aresta que 
não seja de fronteira, caso contrário a superficie estaria 
reduzida a um poligono plano. 


Consideremos agora dois casos: 


1º) Todas as faces de S; são triângulos. 


2º) Ao menos uma das faces de S, tem mais que três lados 


Demonstração no 1º caso 


Uma face triangular pode ter uma ou duas arestas de fronteira e no 
máximo um vértice de fronteira. Assim, vamos remover de S, uma face de 
fronteira, obtendo uma nova superficie S;. A face removida pode ter uma aresta de 
fronteira e nenhum vértice de fronteira. Neste caso, 


V2-Ao+Fo=V-(A-D)+(Fi-oD)=Vi-A tr=N-1 


Mas, se a face removida tem duas arestas de fronteira e um vértice de 
fronteira, então 


Vo-Az—-Faz=(M-D)-(A-D)+(F-oD)=V,-A +tF=N-—1 


Assim, a remoção de uma face de fronteira não muda o valor da expressão 
V; - A — F, Se continuarmos removendo faces de fronteiras, uma por uma, 
chegaremos a uma só face triangular, para qual 


V-A+F=1 


Logo, N—- 1=1,isto é N = 2, como queriamos provar. 
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Demonstração no 2º caso 


Se uma face de S, tem mais que três lados, 
consideramos nessa face uma diagonal, que passa a ser 
considerada como se fosse uma nova aresta. Esta nova 
aresta divide a face em duas Com tal recurso, o número 
de faces e o número de arestas aumentam em uma 
unidade cada, de modo que a expressão V;/— A, + F; não 
se altera. Assim, dividindo cada face não triangular em 
faces triangulares, recaimos no 1º caso, onde já foi 
provado que 


V-A+F=2 


15.4 - SOMA DOS ÂNGULOS DAS FACES 
Recordemos. inicialmente, a seguinte propriedade da Geometria Plana, já 
examinada no exercicio 6 42: 


Em um polígono convexo de n lados, a soma das medidas dos ângulos internos 
é dada pela expressão 


Sn=(n-2):- 180º 


Assim, por exemplo, 


para o triângulo: S3=(3-2)-180º = 180º 
para o quadrilátero: Sa=(4-2)- 180º = 360º 
para o pentágono: Ss=(5-2): 180º = 540º 


- asim por diante. 


Tomemos o sólido apresentado no exercício 15.1, o qual tem uma face 
pentagonal. duas quadrangulares e cinco triangulares Podemos calcular a soma 
das medidas dos ângulos de todas as faces desse poliedro, escrevendo 


S =Ss + 284 + 583 = 540º + 2 - (360º) + 5 - (180º) = 2 160º 


Entretanto, esta soma pode também ser calculada mediante uma fórmula geral, 
que daremos a seguir. 


A soma das medidas dos ângulos das faces de um poliedro convexo é dada pela 
expressão 


S=(V-2)-360º 


Para o poliedro do exemplo acima, temos V = 8, donde 
S=(8-2)- 360º = 2 160º 


resultado que confirma a contagem direta feita anteriormente. Vejamos, agora, 
como se demonstra essa fórmula geral. 
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Demonstração 


Se o poliedro tem F faces, podemos considerá-las numeradas 1,2. 3... F 


Sejam ra, na, ... Nr os números de lados de cada face Se somarmos n, +n2 +. + 
nr, como cada lado esta contido em duas faces, esta soma resultara igual a 2A, 


A soma das medidas dos ângulos da face i é qual a 
S=(n-2) 180º 


A soma das medidas de todos os ângulos de todas as faces é 


àssim 


S=(n=2):180º+[n2—2):180º+.. +(ne-2)-18Dº= 

=(menç+. enç-2E)-180º = 

=(2ã-2F) 180º=(A-F) a60º 

Mas, pelo teorema de Euler, temos V- A + F=2 donde AÃA-F=V-Ze 


S=[(V-2)- 360º 


Exercício Resolvido 


15.2) 


Qual é o poligono da base de uma pirâmide na qual a soma dos ângulos das 
faces é 177 radiando? 


Solução 


Sendo 5 = 2x (V — 2) = 12x obtemos imediatamente Y = 8 Ora, um destes 
vértices é O váriico da pirâmide, logo, os outros sete são Os vértices da 
base. Isto mostra que o poligono da base é um heptágono. 


Exercicios Propostas 


15.3) 


13.4) 


15.5) 
15.8) 


157) 


15.8) 


Um poliedro convexo de oito faces lem cinco faces triangulares e três 
pentagonais Calcule o número de arestas e o número de vértices desse 
poliedro, 


Um poliedro convexo tem sete faces triangulares, três pentagonais e uma 
face hexagonal. Determine o número de arestas e O número de vértices 
desse poliedro, 


Quantos vérlices tem um poliedro convexo de doze faces pentagonais? 


Em um poliedro convexo de 13 arestas. o número de vértices é igual ao 
dobro do número de faces. Quantas faces tem esse poliedro? 


Um poliedro convexo tem nove faces quadrangulares e duas pentagonais. 
Calcule o número de arestas e o número de vértices desse poliedro. 


Em um poligdro convexo de 30 arestas, a diferença entre o numero de faces 
É o número de vértices é F —-V = 8 Quantos vértices tem esse poliedro? 
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15.9) Qual é a soma dos ângulos das faces de um poliedro convexo que tem 11 
faces e 18 arestas? 


15.10) Qual é o poligono da base de uma pirâmide na qual a soma dos ângulos das 
faces é igual a 4x radianos? 


15.11) Qual é o poligono da base de uma pirâmide na qual a soma dos ângulos das 
faces é igual a 8x radianos? 


15.12) Qual é o poligono da base de um prisma no qual a soma dos ângulos das 
faces é igual a 20x radianos? 


15.13) Calcule o número de faces de um poliedro convexo de 18 arestas sabendo 
que a soma dos ângulos das faces é 287 radianos. 


15.14) A soma dos ângulos das faces de um poliedro convexo é 167. Esse poliedro 
só tem faces triangulares e pentagonais Sendo 20 o número de arestas, 
qual é o número de faces de cada tipo? 


15.15)A soma dos ângulos das faces de um potiedro convexo é 26x radianos. 
Esse poliedro só tem faces quadrangulares e hexagonais. Sendo 21 0 
número de arestas, qual é o número de faces de cada tipo? 


*5.16) Um poliedro convexo tem quatro faces triangulares e quatro quadrangulares. 
Calcule a soma das medidas dos ângulos das faces poliedro. 


+ - POLIEDROS REGULARES 


Poliedro regular é um poliedro cujas faces são todas poligonos regulares 
com mesmo número de lados e cujos ângulos poliédricos são congruentes. 

Cada vértice determina um ângulo poliédrico, constituido de no mínimo três 
faces. A soma das medidas dos ângulos das faces deste ângulo poliédrico é, como 
vimos no exercício 8.21, menor do que 360º. 


Caso das faces triangulares 


Se as faces do poliedro regular são triângulos equiláteros, então o mesmo 
vértice pode pertencer a três triângulos (3 - 80º < 360º), ou a quatro triângulos 
(4 - 60º < 3609), ou a cinco triângulos (5 - 60º < 360º). Assim, só pode haver três 
tipos de poliedros regulares com faces triangulares. São eles: 


Y 


tetraedro regular octaedro regular icosaedro regular 
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a) Tetraedro regular, formado por: 


F = 4 faces triangulares 
V=4 vértices 
A=6 arestas 


b) Octaedro regular, formado por: 


F = 8 faces triangulares 
V=6 vértices 
A = 12 arestas 


c) lcosaedro regular, formado por: 
F = 20 faces triangulares 


V=12 vértices 
À = 30 arestas 


Caso das faces quadradas 


Se as faces de um poliedro são quadrados, então o mesmo vértice pode 
pertencer a três quadrados (3 - 90º < 360º), mas nunca a 4 ou mais (4 - 90º = 3609). 

Assim, só pode haver um tipo de poliedro regular com faces quadradas. o 
cubo, também chamado hexaedro regular. 


Cubo ou Hexaedro regular 
F = 6 faces quadradas 
V=8vértices 
A = 12 arestas 


cubo ou hexaedro regular 


Caso das faces pentagonais 


Se as faces de um poliedro são pentágonos 
regulares, então o mesmo vértice pode pertencer 
a três pentágonos (3 108º < 360º), mas nunca a 4 
ou mais (4 - 108º > 360º). Assim, só pode haver um 
tipo de poliedro regular com faces pentagonais: O 
dodecaedro regular. 


Dodecaedro regular 
F = 12 faces pentagonais 
V=20 vértices 
A = 30 arestas 


dodecaedro regular 
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A área total de cada poliedro regular é a soma das áreas de todos os 
poligonos regulares que constituem suas faces. Recortando as figuras seguintes, 


em cartolina, e dobrando-as ao longo das linhas, podemos construir os modelos 
dos poliedros regulares 


tetraedro regular 


cubo do hexaedro regular oclaedro regular 


dodecaedro regular icosaedro regular 


Exercícios Propostos 


15.17) Quantos vêrtices tem um poliedro convexo que tem três faces triangulares, 
uma face quadrangular, uma face pentagonal e duas faces hexagonais? 


15.18) Dois tetraedros regulares de arestas iguais são colocados juntos, de modo 


que as faces de contato coincidam. Quantos vértices, arestas e faces tem o 
poliedro assim obtido”? 


15.19) Prove que, num poliedro convexo que tem o número de vértices igual ao de 
faces, o número de arestas é par. 


15.20) Existe poliedro convexo com número par de faces e número impar de 


vértices, sendo que cada face tem o número de lados par igual para todas 
as faces? 


15.21) Um poliedro convexo com tem a faces de n lados, b faces de m lados e € 
faces de r lados. Calcule o número de vértices. 
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15 22) Um paliedro convexo, cujas faces são quadrilãteros e pentagonos, tem 15 
arestas. À soma das medidas dos ânquios das faces é 2 880º Quantas 
faces de cada lipo tem o poledro"? 


15.23)A soma das medidas dos ângulos das faces de uma pirâmide é igual a 
n- 380º. Dê co numero de vértices da base da pirâmide. 


15 24)A soma das medidas dos ângulos das façes de um tronco de pirâmide é 
iguala n- 380º Dê o número de arestas laterais do tronco 


15.25) Um poliedro convexo tem 165 faces De um de seus vértices parem cinco 
arestas, de cinco oulros vértices partem quatro arestas e de cada um dos 
vertices restantes partem tres arestas. Calcule o número de arestas e de 
vértices desse poliedro. 


15.28) Quantos vértices tem um pokiedro convexo com três faces triangulares, cinco 
quadrangulares e sete pentagonais? 


15.27) Calcule o número de faces de um poliedro convexo que tem cinco vériices 
sabendo que de dois vértices pariem cinco grestas & que partem qualro 
arestas de cada um dos demais, 


15.28) Um poliedro convexo de 65 vértices tem n faces triangulares e 2n faces 
pentagonais. Calcule o número de arestas. 


15.29)A soma das medidas dos ângulos das faces de um poliedro convexo & 
2 520º. Qual é à número de faces, se há 30 arestas? 


15 30) Num poliedro convexo, cada face tem um número impar de lados. Diga se 0 
numero de faces é par cu impar. 


15.31) Num poliedro convexo, o número de arestas que parte de cada vértice é 
impar. Diga se o número de vértices é par ou impar 


15.32) De um tetraedro regular, suprimem-se duas faces. Dê o número de arestas, 
vértices e faces da superficie aberta. 


15.33) De um octaedro regular, suprimem-se três faces com um vértice em comum. 
D& o número de arestas, vértices e faces da superficie aberta 


15.34) De um icosaedro regular, suprimem-se três faces com um vértice em 
comum. Dê o número de arestas, vértices e face da superficie aberta. 


15.35)De um crbo, suprimem-se três faces com um vértice em comum. Dê o 
número de arestas, vértices e faces da superficie aberta. 


15.38) De um dodecaedro regular, suprimem-se lrês faces com um vértice em 
comum, Dê o número de arestas, vértices e faces da superficie aberta. 


14.37) Em uma pirâmide regular de volume V, a aresta da base é a e a soma das 
medidas dos ângulos das faces & 1 080º, Determine a altura da pirâmide. 


299 


15.38) Em uma pirâmide regular de àrea lateral S, a aresta da base & a ea soma 
das medidas dos ângulos das faces é 1 440º Determine o apótema da 
pirâmide. 


15.39) Em um tronco de pirâmide regular de volume V. as arestas das bases São à 
e 2a e a soma das medidas dos ângulos das faces é 2 160º Determine a 
altura do tronco. 


15.40) Mesmo problema anterior, sendo a soma das medidas dos ângulos das 
faces igual a 1 440º. 


15.41) Calcule a área lateral de uma pirâmide regular cujas arestas tem todas 
medida a, sabendo que V + A +rF=18 


15.42) Um tronco de pirâmide regular tem as arestas das bases iguala a e 2a E 85 
arestas laterais iguais a a. Calcule a área lateral do tronco, sabendo que 
V+F=28 


15.43) Em uma pirâmide regular, a altura é igual à aresta da base. Determine ig e, 
onde « é o ângulo que a face lateral forma com o plano da base, sabendo 
que 2V + F=2A. 


5 44) Com base em um mesmo poligono regular de lado a, constroem-se uma 
pirâmide e um prisma, ambos de altura igual à a. O número de faces da 
pirâmide somado ao número de faces do prisma resulta em 11, Calcule o 
volume da pirâmide 


15.45) São dados um prisma e uma pirâmide regulares, cujas bases são poligonos 
congruentes. O número total de arestas dos dois sólidos é igual ao dobro do 
número total de faces Se ambos os sólidos tem aresta da base 2a e altura 
a. calcule a razão entre a área lateral da pirâmide e a do prisma. 


15.46) São dados dois poliedros reguíares de mesmo número de arestas. O 
primeiro tem o número de arestas igual ao dobro do seu número de vértices. 
Calcule a razão entre os volumes desses dois sólidos, se as arestas de 
ambos tem medida a. 


14.47) 3ã0 dados dois poligdros regulares de aresta a. À soma das medidas dos 
angulos das faces do primeiro é igual ao dobro da do segundo. Calcule a 
razão entre os volumes desses dois sólidos. 


15.48) Uma pirâmide e um prisma regulares tem todas as arestas iguais a a. O total 
de vértices é 11 » o total de faces é 10 Calcule a razão entre as áreas 
laterais dos dois sólidos. 


15.49) Duas pirâmides regulares tem aresta da base a e altura h O total de 


vérices é 11 e O número de arestas da primeira é 6 dobro do da segunda. 
Calcule a razão entre os volumes das duas pirâmides. 
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15.50) Dais prismas regulares tem aresta da base 2a e altura a. O número de 
verices do primeiro é igual ao numero de faces do segundo, enquanto que O 
número de arestas do segundo é o tripla do número de faces do primeiro. 
Determine a razão entre os volumes dos dois prismas. 


15.591) Dê a área da superficie total de um poliedro regular, no qual a aresta mede 
2 em e à soma das medidas dos ângulos das faces é igual áquela 
correspondente a um prisma triangular. 


13.52) Um prisma regular tem como base um poliganoó com número par de lados 
Com um plano que contém uma aresta lateral e a maior diagonal da base, 
divide-se o prisma em dois outros. congruentes, cada um dos quais tem 
quatro vértices a menos que o prisma Inicial. Quantas arestas lem o prisma 
inicial? 


19.53) Em um prisma regular as arestas todas tem medida a e o número de arestas 
é igual ao número de diagonais do prisma. Calcule 6 seu volume. 


15.54) Dais prismas são tais que o número de faces do primeiro é igual ao número 
de diagonais do segundo é o número de arestas do segundo é o dobro do 
número de vértices dao primeiro. Quantas faces tem o segundo prisma? 


15.55) Um prisma regular tem todas as arestas iguais à a e O número de arestas é 
igual ao número de diagonais de faces Dê a área total desse prisma. 


15.56) Um prisma tem o número de vértices igual ao número de diagonais, Quantas 
arestas tem esse prisma” 


15.57) 0 número de diagonais de um prisma é igual a quatro vezes o seu numero 
de faces Quantos vértices tem à prisma? 


15.58) O número de diagonais de um prisma é o dobro do seu número de arestas 
Calcule a soma das medidas dos ânquios das faces desse prisma. 
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Exercicios Suplementares 


V.1) 


V2 


V3) 


V.4) 


V.5) 


V.6) 


V.7) 


V. 13) 
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Determine as medidas das três arestas de um paralelepipedo reto-retângulo, 


dada, a sua soma 43a, a medida da diagonal 25a e a area de uma face 
1802? 


Num prisma quadrangular regular, a soma das medidas das 12 arestas é fa 
e área total é 2a”. Determine as medidas das arestas e da diagonal. 


Um paralelepipedo reto-retângulo tem diagonal de 13 cm e área total de 192 
cm. A seção por um plano que contém duas arestas opostas tem área de 
80 cm” Determine as dimensões do paralelepípedo. 


Caleule a área total de um paralelepipedo reto-retângulo, sabendo que a sua 
diagonal mede 5 cm e que a soma das medidas de todas as suas 12 arestas 
ê igual a 36 em, 


Calcule as três dimensões de um paralelepipedo reto-retanguio, satiardo 
que estão em PA, que à diagonal mede 3, iZ2em e que a área lotal é 18 em”. 


Calcula a distância entre um vértice de um cubo de aresta a e uma diagonal 
do cubo que não passa por esse vériice. 


A base de um paralelepipedo oblíquo é um losango de lado 60 cm. O plano 
da seção diagonal que contêm a maior diagonal do losango é perpendicular 
ao plano da base e a área desta seção é 7 200 cm”. A aresta lateral mede 


80 cm e forma 60º com o plano de base. Calcule a medida da diagonal 
menor da base 


As três dimensões de um paralelepípedo reto-retângulo estão PG. A área 
total é 2B cm ga diagonal mede 24 em Calcule q volume. 


Determine as três dimensões de um paralelepipedo reto- retângulo sabendo 


que a soma de duas delas é 25 cm, o volume 200 cm” e a área total é 
800 em? 


Lima das dimensões de um paralelepipedo reto-retângulo é 1 cm. Sendo 
18 cm” o volume e 54 cr” a área total, calcule as duas outras dimensões. 


Se à medida da aresta de um cubo é aumentada de k metros, o volume 
aumenta de 7 kº metros cúbicos. Qual é a medida da aresta desse cubo? 


Um cubo ABCD A,B,€,D: tem aresta de 8 cm. Um plano que passa pelos 
pontos médios das arestas sie AB e AD determina nó cubo uma seção. 
Calcule o perimetro dessa seção. 


No exercicio anterior, calcule a area da seção, 


V14) 


4.15) 


VB) 


V.17) 


W. 18) 


V. 19) 


v.20) 


v.21) 


V 22) 


V.23) 


V. 24) 


V.25) 


V.28) 


V.27) 


Em um prisma triangular regular, todas as arestas tem medida a Calcule a 
área da seção abiida por um plano que contém uma aresta da base e q 
ponto médio da aresta lateral oposta 


Um prisma reto de altura 10 em tem como base um triângulo de lados 4 cm, 
13 cem e 15 cm. Calcule o volume do prisma. 


No exercicio anterior, calcule a área da seçao obtida por um plano que 
contém uma aresta lateral e menor altura da bases. 


No exercicio anterior, calcule a area da seção obtida por um plano que 
contém a menor aresta da base e o vertice oposto da outra base. 


No exercicio anteror, calcule a área da seção obtida por um plano que 
contêm a malor aresta da hase e o ponto da aresta lateral oposta, situado à 
distância de 2,4 em da base. 


A base de um prisma reto é um triângulo retângulo de catetaos 15 cm e 
20 cm e a sua altura é 16 cm. Calcule a area da seção obtida por um plano 
que contém a hipotenusa da base e à vérice do ângulo da outra base. 


Um prisma tem como base um triângulo retângulo isósceles de cateto 
10 cm. Uma aresta lateral forma 45º com o plano da base e sua projeção 
sobre o plano da base é a bissetriz do ângulo reto. Calcule a area da seção 
abtida por um plano que contém essa aresta lateral e o ponto médio da 
hipotenusa da base. 


No exercicio anterior, calcule a distância do vértice do ângulo reto da base 
ao plana da face lateral oposta. 


Um paralslepipedo tem como faces losangos de lado a e ângulo de 60º 
Determine as areas des seções diagonais 


Calcule q volume do paralelepipedoa do exercicia anterigr. 


A base de um prisma reto é um trapézio isósceles de bases 12 cm e 22 cm. 
Um piano que contêm a base maior da base do prisma e a base menor da 
outra forma 60º com o plano dessa base e delermina uma seção de área 
408 cm”. Calcule a área lateral do prisma, 


à base de um paralelepipedo reto é um paralelagramo de lados 2 cm e 
25 cm e ângulo 60º A diagonal maior do paralelogramo é congruente a 
diagonal menor do paraletepipedo. Calcule a area lateral do paralelepípedo. 


à base de um prisma reto é um trapézio isósceles circunscrito a uma 
circunferência de ralo 8 cm. O lado lateral do trapézio mede 20 em. Calcule 
a altura do prisma, se a sua area lateral é 160 em”. 


Ôs lados da base de um prisma triangular reto são proporcionais a 3, 25 e 
26. A aresta lateral do prisma mede 10 em e a área lotal é de 288 em” 
Calcule a área lateral. 
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V.28) 


V.29) 


v 30) 


V31) 


V.32) 


139) 


V. 34) 


VI) 


V.36) 


V.37) 


V.38) 


V.39) 


V.40) 
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Em um prisma triangular obliquo, as distâncias entre as arestas laterais são 
7 cm, 8ecme 9 cm a aresta lateral mede 10 cm. Calcule a àrea lateral desse 
prisma. 


A base de um prisma obliquo é um triângulo equilátero de lado a. Uma das 
arestas laterais mede b e forma 60º com as arestas da base adjacentes 
Calcule a área lateral do prisma. 


A base de um prisma é um triângulo equilátero de lado a. Um dos vértices 
da base superior tem projeção no centro da base inferior. A aresta lateral do 
prisma fórma 60º com o plano da base. Calcule o volume do prisma. 


À base de um paralelepipedo reto é o losango de lado a. À seção que 
contém duas arestas opostas das bases forma 45º com q plano da base e 
tem area 5 Calcule o volume do paralelenipedo, 


A diagonal da base de um paralelepipedo reto-retângulo mede d. Por esta 
diagonal conduz-se um plano que contém a extremidade de uma aresta 
lateral e forma 30º com o plano da base. À área da seção é S. Calcule o 
volume do paralelepípedo. 


Um paralelepípedo obliquo tem como base um retângulo de lados 7 cm e 
24 cm. Um das seções diagonais é um paralelogramo cujo plano é 
perpendicular ao plana da base e tem área igual a 250 cm” Calcule O 
volume do paralelenipedo. 


Em um prisma triangular regular, conduz-se um plano que contêm uma 
aresta da base e O vértice oposto da outra base, formando 45º com o plano 
da base, Sendo $ a área da seção, calcule à volume do prisma. 


A maior diagonal de um prisma regular hexagonal mede £ e forma 30º com o 
plano da face laleral do prisma. Calcule q volume do prisma. 


À base de um prisma triangular regular é inscrita em uma circunferência de 
raio 4 cm A altura do prisma é igual ao lado do hexágono regular 
circunscrito à essa mesma circunferência, Calcule o volume do prisma. 


A base de um prisma é um triangulo equilátero de lado a e as faces laterais 
são losangos com ângulo de 80º Calcule o volume da prisma. 


Dê a expressão do volume de um prisma reto cuja base é um trtângulo 
equilátero de lado a e cujas faces laterais são quadrados. 


Dê a expressão do volume de uma pirâmide regular de base quadrada, 
cujas face laterais são triângulos equilâteros de lado a. 


Numa piramide quadrangular regular, a altura é h e a área lateral excede de 
3h* 
2 a área da base Calcule a aresta da base, 


441) 


V.42) 


Vas 


V 4a) 


V45) 


V.46) 


VA? 
V. 48) 


VA) 


V.50) 


V.51) 


V.52) 


Calcule a aresta da base de uma pirâmide triangular regular. de altura A, 
sabendo que a área total é igual a área de um triângulo equilatero de lado 
hY2 


Uma pirâmide tem como base um retângulo e o pé da altura é o centro 
desse retânguio, Um dos jados da base a, a altura da pirâmide é a ima ea 


área lateral é a? US. Calcule o outro lado da base 


Em uma pirâmide quadrangular regular cuja aresta da base é a e cuja a 

altura é também a, inscreve-se um prisma regular de base quadrada. com 
2 

uma base na base da pirâmide. Sendo 


a ârea total do prisma, calcule 


O seu volume 


Uma pirâmide lem como base um friângulo de lados ? cm, 8cmeB cm eas 
arestas laterais medem 8,1 cm. Calcule o volume da pirâmide. 


Dê a razão entre O volume de um cubo e o volume de um tetraedro regular 
cuja aresta é a diagonal de uma face do cubo. 


A diagonal da base de uma pirâmide quadrangular regular mede a e a 
aresta lateral também mede a. Calcule a aresta total da pirâmide. 


No exercicio anterior, calcule o volume da pirâmide. 


A base de uma pirâmide é um driangulo retângulo ABC. de hipotenusa 
BC=4/29cm A aresta lateral VA é perpendicular ao plano da base. 
Sendo VB = 17 cme VC = 25 cm, calcule o volume da pirâmide. 


A altura de uma pirâmide é dividida em três partes iguais por planos 
paralelos à base Determine as áreas das seções, se a área da base é 
900 em. 


Felo ponto que divide a altura de uma pirâmide na razão do 2 . 3 (contada 
da vértice à base) conduz-se um plano paralelo à base. A área da seção é 
10 cm” menor do que a área da base. Calcule a área da seção. 


Em que razão fica dividida a altura de uma pirâmide, a partir do vértice, por 
um seção paralela à base, se a área da seção é igual à metade da area da 
base? 


Em que razão fica dividida altura de um pirâmide, a partir do vértice. por 
' à : aa a m E 
uma seção paralela à base, se a área da seção é igual FE da área da base? 


(m< nm) 
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V.53) 


V.54) 
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v.58) 


V.57) 


58) 


59) 


V 60) 


v.61) 


V.62) 


v.63) 


V.64) 
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A área da base de uma Pirâmide é igual 224 cm? e a área de uma seção 
paralela à base é 14 cm? A distância da seção à base é 27 cm. Calcule a 
altura da pirâmide 


a) Tome um ponto qualquer no interior de um quadrado. Sejama, Db ced 
as distâncias desse ponto aos vértices. Calcule d, em função de a, be e. 


bj) A base de uma pirâmide é um quadrado e o pé da altura é um ponto do 
interior desse quadrado Sejam x. y e z as medidas de três arestas 
laterais, Calcule a medida da quarta aresta lateral. 


O lado da base de uma pirâmide quadrangular regular mede 5 cm e as 
arestas laterais determinam diedros de 122º. Calcule a área lateral dessa 
pirâmide 


Calcule a área total de uma pirâmide triangular regular de aresta da base a, 
sabendo que O diedro determinado pela aresta da base mede 80º. 


A àrea da seção de uma pirâmide quadrangular regular, que contém a altura 
e o apótema da pirâmide, é igual a 9 cm” A façe lateral forma 60º com o 
plano da base. Calcule a area lateral da pirâmide. 


Em uma pirâmide quadrangular regular, as arestas laterais determinam 
diedros de 120º Sendo S a área da seção que contém o vértice da pirâmide 
e uma diagonal da base, calcule a area lateral da pirâmide, 


Calcule o volume de uma pirâmide triangular, cujas as arestas laterais 
medem 10 cm, 15 cm e 9 cm e formam um triedro triretângulo. 


A base de um pirâmide é um triângulo de lados 12 cm, 20 cm e 28 cm. Cada 
aresta lateral forma 45º com o plano de base. Calcule o volume da pirâmide. 


A base de uma pirâmide é um tiângulo isósceles ABC cujo ângulo do 
vértice é À=45º A aresta lateral VA é perpendicular e congruente a ABea 
ÃO. Sendo VB= VC = £, calcule o volume da pirâmide. 


Pelo centro da base de uma pirâmide triangular regular, conduz-se uma 
seção paralela à face lateral, Calcule a razão entre os volumes das partes 
obtidas. 


Um tronco de pirâmide tem áreas das bases Be k -Bi(k> 1) e altura H. 
Calcule a altura da pirârmide não truncada. 


1343 
8 


Um tronco de pirâmide tem altura 


Cm e as suas bases são quadrados 


cujos perímetros tém soma igual a 163. Calcule as medidas das arestas 


das bases, sabendo que o volume do tronco é igual ao de um cubo com 
altura à do tronco. 


4.65) Um tronco de pirâmide tem por base inferior um quadrado de 4 m de lado. O 


V 66) 


V.B7) 


V 68) 


V.69) 


V70) 


VT) 


4.72) 


V.73) 


V 74) 


4.75) 


volume desse tronco é 40 m” e a sua altura é 5 m. Quanto mede 6 lado da 
base superior? 


Em um tronco de pirâmide de altura h e áreas das bases B, e B: a seção 
paralela às bases, que Civide a altura ao meio, tem área B. Mostre que O 
volume do tronco pode ser dado por 


is (8 +B, + 4B) 


Em um tronco de pirâmide quadrangular Jegular, a area da base menor é 
36 cmí e a área da face lateral é 14 em? A face lateral forma 60º com o 
plano da base. Calcule a medida da aresta da base maior. 


O lado da base menor de um tronco de pirâmide hexagonal regular mede 
14 em. A face lateral tem altura 8 cm e forma 30º com oc plano de base. 
Calcule a medida do lado da base maior. 


As bases de um tronco de pirâmide triangular regular têm lados 20 cm e 
ay em e a altura do tronco é 10 em. Uma seção paralela a uma face lateral 
contém um vértice da base menor. Calcule a area dessa seção. 


As dcdagonais de um tronco de pirâmide quadrangular regular são 
perpendiculares as arestas laterais. à medida da aresta lateral é 7? cm ea 
altura do tronco é 65 em. Calcule as medidas dos lados das bases. 


As arestas das bases de um tronco de pirâmide quadrangular regular 
medem 18 cm e 12 cm e as faces laterais formam G0º com o plano da base. 
Calcule a diagonal do tronco. 


A face lateral de um tronco de pirâmide quadrangular regular é um trapézio 
de bases 6 cm e 12 cm e altura 20 cm. Calcule a area da seção que contém 
duas arestas opostas das bases. 


Às bases de um lronço de piramide são retângulos de ladas 30 cm e 40 cm 
e anda 15 cm e 20 cm. Um das arestas laterais mede 38 cm e é 
perpendicular aos planos das bases. Calcule as medidas das três outras 
arestas. 


Uma aresta lateral de um tronco de pirâmide trangular regular mede 4 m e 
forma 80º com o plano da base. O raio da circunferência circunscrita à base 
menor é im. Calcule o volume do tronço. 


As áreas das bases de um tronco de pirâmide hexagonal regular são 


80/3 cmº e 4s0/3 cm? e as face laterais formam 45º com o plano da base. 
Calcule a área lateral do tronco. 
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PARTE VI | 


Capitulo 16 — Cilindros circulares 
Capítulo 1? — Cones circulares 


Capítulo 18 — Esfera 


Capitulo 
1 6 Cilindros circulares 
— age 


16.1 - NOÇÃO DE CILINDRO CIRCULAR 


Imaginemos que sobre um plano « esteja situado um circulo de centro O e 
raio r Seja s uma reta que fura o plano « no ponto P (essa reta não precisa ser 
perpendicular ao plano «). Sobre a reta s tomamos um ponto Q, distinto de P, e por 
esse ponto consideramos o plano [3, paralelo e q. Em seguida, construímos todos 
os segmentos paralelos a s, que têm uma extremidade num ponto do circulo e a 
outra no plano f3. Unindo todos esses segmentos, obtemos um sólido que recebe o 
nome de cilindro circular. 


s 


Nomenclatura 


Na figura ao iado temos o exemplo de um 
cilindro circular. Vejamos quais são os nomes de 
certas partes dessa figura. 


Bases: são os circulos de centros O e O' e raio r (contidos nos planos u e 13). 

Eixo éareta OO". 

Geratrizes: são os segmentos paralelos paralelos a ÔO' que têm extremidades 
nos pontos das circunferências das bases. 

Altura: é a distânciaentre os planos das bases (indicada por h na figura). 

Altura lateral: é a área da superficie formada pela união das geratrizes. 

Area total: é a soma das área das bases com a área lateral. 
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16.2 = CLASSIFICAÇÃO DOS CILINDROS 


a) Segundo a inclinação do eixo 


e Cilindro reto é aquele cujas geratrizes são perpendiculares ao plano da 
base. 


e Cilindro obliquo: é aquele que não é reto 


A” o: r 
e evvsverendivanuenoy 
Mi 
g=h 
poe derem 
| Oq see. 
cilindro reto ou de revolução cilindro obliquo g > h 


.- - - ER 
D) Segundo a forma da seção meridiana E 
e Cilindro equilátero: é o cilindro reto para o qual 3 
h = 2r. isto é, cuja interseção com um plano que ci 
contém o eixo é um quadrado À interseção de 
um cilindro qualquer com um plano que contém ' 


o eixo é chamada seção meridiana. Assim, O 

cilindro equilatero é aquele cujas seções 2 | 

meridianas são quadrados. d 
cilindro equilátero 


16.3 - ÁREA LATERAL E ÁREA TOTAL DO CILINDRO RETO 


(base / 
superfícia 
lateral 2nr 


a 


r 
ns” 


Se a superficie lateral do cilindro reto for desenrolada, isto é, desenvolvida 
num plano, o resultado será um retângulo de altura h e comprimento 2zr. 
Portanto, a área lateral do cilindro reto é dada por 


A area total do cilindro reto é obtida somando-se a área lateral com as 
áreas das duas bases: 


S, = 2xrh + 21º 
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e, assim, 


S=2nr(h +r) 


16.4 - VOLUME DO CILINDRO 


O princípio de Cavaleri (veja item 13.5) pode ser utilizado para 
determinarmos o volume de um cilindro circular. Sejam h a altura e r o raio da base 
do cilindro. A área da base é S, = qr. Imaginemos um paralelepipedo reto- 
retângulo cuja altura seja h e cuja base esteja contida no mesmo plano « que 
contém a base do cilindro. 


Ar A Vá 
Ed É tao mesma área - 
EEE 


A base do paralelepipedo pode ser adotada como sendo um quadrado com 
a mesma área Sp da base do cilindro. Basta, para isto, que tal quadrado tenha lado 


de medida t=rvyr. Qualquer plano B / w que secciona o clindro, secciona 


também o paralelepípedo e tais seções têm mesma área, pois são figuras 
congruentes às respectivas bases. Assim, o cilindro e o paralelepipedo têm 
mesmo volume Dai resulta que o volume do cilindro é dado por 


V=Sp-h=arh 


Exercício Resolvido 


18 1) Dado um cilindro reto de altura 5cm e raio da base igual a 3 cm, calcule. 
a) a área da base (Sb); 
Db) a área lateral (S,); 
c) a área total (Sj); 
d) o volume (V); 
e) a area da seção meridiana (Sm). 


Sis 

Soluçã ER tem, 
olução ias 
a) S=n7=7:3º=97 cm 5 em : 
bd) Sy=2uh=2x:3-5=30rem 

c) Si=S, + 25p = 30r + 187 = 48x cm? a E 
d) V=Soh=ah=x-32:5=45r em , 

e) Sm=(2)h=6-5=30 cm? O 
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Exercícios Propostos 


16 2) Dado um cilindro reto de altura 4 cm e volume igual a 3x cm”, calcule 
a) o raio da base (r); c) a área lateral (Sp); 
b) a área da base (Sb): d) a área total (Sy 


16.3) Um cilindro reto tem volume igual a 15x cm e a área da sua base é igual a 
10x cm? Determine 


a) o raio da base (r); c) a área lateral (94; 
b) a altura (h); d) a área total (Sn 


16.4) Um cilindro reto tem altura igual ao raio da base e a sua área lateral é 
16x cm?. Calcule o volume. 


16.5) Um cilindro equilátero tem volume igual a 1 000 cm”. Qual é O raio da base? 


16.6) Num cilindro equitátero cuja área total é 167 cm?, calcule 
a) o raio da base (rf); b) o volume (V). 


16.7) Calcule o volume de cada sólido representado pelas figuras abaixo. 
b) 


c) 


16.8) Determine a altura de um cilindro reto cuja área lateral é igual ao dobro da 
área da base, sabendo que a circunferência da base tem comprimento igual 
a 4x cm. 


16.9) Um primeiro cilindro tem altura 2h e raio da base r; um segundo cilindro tem 
altura h e raio da base 2r. Qual é a razão entre os seus volumes? 


16.10) Sendo V o volume de um cilindro equilátero, calcule em função de V: 
a) o raio da base (1); b) a área lateral (S,) 


16.11) Aumentando de 6 cm o raio ou a altura de um cilindro reto, num ou noutro 
caso, o seu volume aumenta de y cm”. Sendo 2 cm a altura original, calcule 
o raio onginal. 

16.12) Sendo A a área lateral de um cilindro equilátero, calcule em função de A: 
a) o raio da base (r); b) o volume (V). 
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16.13) Um primeiro cilindro reto tem altura h e raio da base r e um segundo tem 
altura H e raio da base R Sabendo que os dois cilindros têm àreas laterais 
iguais, determine a razão entre seus volumes, em função dos raios das 
bases. 


16 14) Qual é o volume de ferro utilizado para fabricar um pedaço de tubo com 
10 cm de comprimento e diâmetro interno de 2 cm, sendo 0,3 a espessura 
do ferro? 


16.15) Uma indústria produz azeite em latas de 1 litro, com a forma de 
paralelepípedo reto-retângulo, tendo por base um quadrado de lado 2a e 
altura 3a. Deseja-se modificar a forma das latas, passando-se a usar latas 
cilíndricas de altura igual a 2a Pergunta-se: 


É, E 


a) Qual deve ser o raio da base? 
b) Qual das duas embalagens utiliza menos material? 


2a 


16.16) Considere um tetraedro regular de aresta a e um cilindro equilátero de altura 
a. Determine a razão entre as áreas totais dos dois sólidos. 


16.17) Calcule o volume de um cilindro inscrito em um cubo de 
aresta a 


16.18) Calcule a razão entre o volume de um cilindro reto de 
raio r e o volume do prisma regular hexagonal nele 
inscrito 


16 19) Calcule a razão entre o volume de um cilindro reto de 


rao re o volume do prisma hexagonal regular a ele 
circunscrito. 
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18.20) Um cilindro reto de raio R e altura h está inscrito em um prisma triangular 
Sendo P o perimetro da base do prisma calcule o seu volume. 


16.21)A seção meridiana de um cilindro circular reto é um retângulo cuja diagonal 
mede 10 cm e forma 60º com o plano da base. Calcule a área lateral do 
cilindro. 


16 22)0s diâmetros AB e CD das bases do cilindro reto indicado 
são ortogonais entre si. Sendo ABC um triangulo equilátero 
de lado a, calcule a área do cilindro. 


Pd 
B 


»23) A seção mendiana de um cilindro é um quadrado de área S. Calcule a área 
da base. 


16.24) A altura de um cilindro reto é 18 cm e o raio da base é 10 cm. Um segmento 
de 20 cm tem uma extremidade em cada circunferência das bases. Calcule 
a distância entre o eixo do cilindro e a reta suporte deste segmento 


16.25) Um triângulo ABC, com lados AB = 15 cm, AC = 14 cm e BC = 13 cm, gira 
em torno de um eixo que passa por € e é paralelo ao lado AB. Calcule a 
área da seção meridiana da superfície cilindrica gerada pelo lado AB 


16.26) Um cilindro reto com raio da base 8 cm é cortado por um plano que contem 
duas geratrizes. A área da seção obtida é igual a 75% da area da seção 
meridiana. Calcule a distância entre o eixo do cilindro e o plano da seção. 


16.27) Dado um cilindro reto de altura 30 cm e raio da base 40 cm, conduz-se um 
plano paralelo ao eixo e à distância de 24 cm dele. Calcule a área da seção. 


16.28) Um plano paralelo ao eixo de um cilindro reto corta em suas bases arcos de 
120º. O perimetro da seção obtida é 60 cm e a sua área é 225 cm? 
Determine o raio da base e a altura do cilindro 


16.29) Um cilindro reto tem altura 16 cm e raio da base 10 cm. Um plano paralelo 
ao eixo determina um seção quadrada. Calcule a distância desse plano ao 
eixo do cilindro. 


16.30) Em um cilindro reto toma-se um seção perpendicular à base, de modo que a 


circunferência da base fica dividida na razão de 1: 5. Calcule a razão entre 
as areas desta seção e da seção meridiana. 
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18 31) A superficie lateral de um cilindro é obtida a partir de um quadrado de lado 
a Calcule a área da base do cilindro, 


16.32)A área da seção meridiana de um cilindro reto estã para a área da base na 
razão 4 . x. Calcule o ângulo ente as diagonais da seção meridiana. 


15.33) Um prisma quadrangular regular é inscrito em um cilingro. à diagonal da 
face lateral do prisma tem medida é & forma 60º com o plano da base. 
Calcule à diagonal da seção meridiana do cilindro. 


16 34) Em um cilindro equilátero inscreve-se um pirâmide cuja base é um triangulo 
equilátero, sendo uma de suas arestas laterais uma geratriz do cilindro. Se a 


diagonal da seção meridiana do cihndro mede 8/2 cm, calcule a area da 
maior face da pirâmide. 


15.35) Um cubo de aresta a é inscrito em um cilindro. Determine à área da seção 
meridiana do cilindro. 


18.36) Um pirâmide quadrangular regular é inscrita em um cilindro reto de altura 
5 cm. A aresta lateral forma 60º com o plano da base Calcute o raio da base 
do cilindro. 


16 37) Um prisma triangular regular é inscrito em um cilindro. Um segmento tem 
par exlremidades o centro da base do cilindro e o ponto médio de uma 
aresta lateral do prisma Sabendo que esse segmento mede 16 em e forma 
30º com a aresta lateral, calcule a area da seção meridiana do cilindro. 


15.38) A diagonal da seção meridiana de um cilindro equilátero mede d. Calcule a 
aresta lateral da pirâmide quadrangular regular inscrita nesse cilindro. 


18.39) Um cilindro estã inscrito em um prisma triangular reto cujas arestas da base 
medem 26 cm, 28 cm e 30 cm. Sendo 40 cm a altura do prisma. calcule a 
área da seção meridiana do cilindro 


1B.40j Um cilindro está msento em um prisma triangular reto cujas arestas da base 
medem 30 cm, 35 cm e 42 cm. Sendo 50 cm a medida da diagonal da seção 
meridiana do cilindro, calcule a area lateral do prisma 


18 41) Um cilindro é inscrito em uma prisma reto de altura 1? cm, cuja base é um 
losango de diagonais iguais a 8 cm e 15 cm. Calcule a área da seção 
meridiana do cilindro. 


16.42) Um cilindro é inscrito em uma prisma hexagonal regular cuja altura é 23 em. 
Calcule a área da base do cilindro, se a área lateral do prisma & igual a 


276/43 cm? 


18.43) Um segmento tangencia a superficie lateral de um cilindro reto de altura 
2º cm e raio da base 172 cm. As extremidades do segmento estão situadas 
nos planos das bases e suas distâncias ao eixo do cilindro são 20 cm e 
15 cm. Calcule o comprimento desse segmento. 
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18.44) Um cilindro é mscrito em um prisma quadrangular regular de altura Za e 
diagonal da base 2a. Calcule a diagonal da seção mendiana do cilindro 


18.45) Em um cilindro inserito em um prisma triangular regular de aresta da base à 
e altura Ja, inscreve-se um prisma quadrangular regular. Calcule a área 
lateral deste prisma. 


16.46) Um retângulo de área S. girando em torno de um de seus lados, gera um 
cilindro circular reto. Calcule a área da face lateral de um prisma triangular 
regular circunserto a esse cilindro. 


16.47) Um cilindro estã Inscrito em um prisma reto, cuja base é um lrapézio 
isósceles de bases 8 em e 18 cm. Nesse cilindro inscreve-se um prisma 
trangular regular. Calcule a área lateral deste prisma, sendo 10 cm a sua 
altura. 


16.48) Uma pirâmide quadrangular regular é inscrita em um cilindro de altura 
10 cm. A extremidade de uma geratriz que passa por um vértice da base da 


pirâmide oista 6 em da aresta lateral. Calcule a aresta da base e a aresta 
lateral da pirâmide, 


49) Calcule a área lateral de um cilindro equilatero de geratriz £. 


1ã 50) Calcule a altura de um cilindro equilâtero área lateral 5. 


16.51) Calcule a razão entre a area lateral e a ãdrea da base de um cilindro 
equilátero. 


16.52) Calcule a àrea lateral de um cilindro reto, sendo 5 a área da sua seção 
meridiana. 


16.53) Calcule a área lateral de um cilindro reto cuja diagonal da seção meridiana 
tem medida £ e forma 60º com o plano de base. 


16.54) À área lateral de um cilindro reto é igual a área de um circulo cujo diâmetro é 
uma geratriz do cilindro. Calcule a razão entre a altura e o raio da base do 
cilindro. 


16. 55) A area lateral de um cilindro reto é igual à área do circulo eircunsento à 
seção meridiana. Calcule a razão entre a altura do cilindro e o raio da base 


16.58) Calcule a razão entre as areas laterais de um cilindro equilálero e de uma 
piramide quadrangular regular inscrita nele. 


16.57) Calcule a área latereal de uma pirâmide triangular regular inscrita em um 
cilingro equilátero de altura 2r, 


16.58) Inscreve-se um tetraedro regular em um cilindro reto. Calcule a área lateral 
do cilindro, sendo a a aresta do tetraedro. 
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15 59) 4 aresta de um cubo é igual ao raio r da base de um cilindro reto e a area 
total do cubo é igual à área lateral do cilindro, Determine altura do cilindro. 


16 60) Calcule a razão entre as áreas laterais dos cilindros circunscrita & insento 
em um prisma triangular regular. 


16 61) Calcule a area total de um cilindro cujo diâmetro da base é igual à diagonal 
da face de um cubo de aresta a e cuja altura é igual ao diâmetro desse 
cubo. 


16 62)Uma prisma quadrangular regular é inscrito em um cilindro equilatero. 
Calcule a razão entre as áreas laterais dos dois sólidos. 


18 B3)Calcule a razão entre a área total de um cubo e a area laterál do cilindró 
inscrito nele 


18.84) Um retângulo de lados a e b gira em torno do lado de medida a e depois em 
torno do lado de medida b. Calcule a razão entre as áreas laterais dos 
clndros obtidos. 


16.65) Na questão anterior, dê a razão entre as áreas tolais dos dois cilindros. 


16.65) Um plano paralelo ao eixo de um cilindro reto determina na circunferência da 
base um arco de 120º Se a área da seção é S, calcule a área lateral do 
cilindro. 


18.67) Um prisma quadrangular regular inscrito em um cilindro tem face lateral de 
área S Calcule a área lateral do cilindro. 


18.88) O desenvolvimento da superficie lateral de um cilindro é um retângulo cuja 
diagonal mede d e forma 30º com a base do retângulo, Calcule à area total 
do cilindro 


15.69) Determine a altura de um cilindro equitátero cuja área total é igual à de um 
cubo de aresta a. 


18.70) Um cilindro reto de altura 15 cm e o raio da base 10 cm é cortado por um 
plano paralelo aq seu eixo, que determina na circunferência da base um 
arco de 120º Calcule a área da maior porção da superficie lateral do 
cilindro. separada por esse plano. 


18 714 No problema anterior, calcule a área da maior porção da base do cilindro. 


16.72)A área total de um cilindro equilatero é igual a 15 emê. Calcule a área da sua 
seção mendiana. 


16.73) Calcule a area total de um cilindro reto se a área da base é igual à 490r cm? 
e a área da seção meridiana é 400 cr? 


16.74) A seção meridiana de um cilindro reto tem área 300 em” e diagonal de 
25 cm. Calcule a área total desse cilindro. 


ARS, 


18.75) 0 diâmetro AB da base superior de um cilindro reto é ortogonal ao diâmetro 
CD da base inferior. Sendo AC = 10 cm e sabendo que a distância do 
segmento AU ao eixo do cilindro é 4 cm, calcule a área total do cilindro. 


18.76) Dado um cilingro equilátero, constrôi-se um prisma reto cuja base é um 
quadrado de lado igual ao raio da base do cilindro e cuja altura é igual go 
comprimento da circunferência da base do cilindro. Dê a razão dos volumes 
dos dois sólidos. 


16.77)São dados dois cilindros retos. À altura do primeiro é o dobro da altura do 
segundo e o raio da base do segundo é o triplo do raio da base do primeiro. 
Calcula a razão entre seus volumes. 


16 78) Um cilindro tem raio r e altura 3r, enquanto que um segundo cilindro tem 
raio 3r e altura r. Calcule a razão entre seus volumes 


18 79)0 raio da base de um cilindro reto é 10 cm e a área da seção paralela ao 
eixo, que dista 6 cm do eixo, é 80 cm?, Calcule o volume do cilindro. 


1.80)A seção meridiana de um cilindro é um quadrado de área S. Calcule O 
volume do cilindro. 


81) Um triângulo ABC, com lados AB = 7 em, BC = 8 em gAl = 9cm, gira em 
torno de um eixo que passa por À e é paralelo ao lado BC. Calcule o volume 
do cilindro correspondente à superfície gerada pelo lado BÊ. 


End e À o a a 
16.82) Os diametros AR e CD das bases de um cilindro reto são ortogonais. Sendo 
8 cmo raio da base do cilindro e AC = 11 cm, calcule o volume do cilindro, 


16.83) Em um cilindro reto de volume 980 em” conduz-se um plano paralelo ao 
eixo, à distancia de 7 cm deste. A área da seção obtida é a metade da area 
da seção meéridiana do cilindro. Calcule a altura do cilindro 


16.84) Um planç paralelo ao eixo de um cilingro reto corta em suas bases arcos de 
80º O perimetro da seção é 26 cm e a sua área é 42 em” Calcule o volume 
do cilindro. 


16.B5)A diagonal da seção meridiana de um cilindro reto mede £ e forma 30º com o 
plano da base. Calcula q volume do cilindro. 


18.86) Um cilindro tem altura igual à 6 em. Um plano paralelo ao eixo e distante 
3 em dele determina no cilindro uma seção quadrada. Calcule o volume do 
cilindro. 


16.87) Em um cilindro reto, toma-se uma seção perpendicular à base, de modo que 
a Circunferência da base fica dividida na razão 1.5. Sea area da seção é 
49 cm” e a altura do cilindro é 7 em, calcule o volume. 


18.88) 0 desenvolvimento da superfície lateral de um cilindro é um quadrado de 
lado a. Calcule o volume do cilindro. 
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16 89) Calcule a área total de um cilindro equilátero de volume igual a V. 
18.50) Calcule a área da seção meridiana de um cilindro equilátero de volume 


18 91) Um cilindro equilátero é obtido fundindo-se um cubo de chumbo de aresta a 
Qual é a altura do cilindro? 


18.92) Um cubo é obtido fundindo-se um cilindro de chumbo de altura 43 em e raio 
da base 1 cm. Qual é a diagonal do cubo? 


18.93) Um prisma triangular regular é inscrito em um cilindro e um cilindro é inscrito 
nesse prisma Calcule a razão entre os volumes desses cilindros 


18.94) Mesmo problema anterior, no caso de um prisma quadrangular regular 
15 85) Mesmo problema áànterior, no casa de um prisma hexagonal regular 


18 26) Um cilindro reto tem volume V. Calcule o volume de um prisma quadrangular 
regular inscrito. 


15 97) Um cilindro reto tem volume Y. Calcule o volume de um prisma quadrangular 
regular circunscrito. 


18.98) Calcule o volume de um prisma triangular regular, inscrito em um cilindro de 
volume W 


18.99) Um prsma quadrangular regular é inscrito em um cilindro, A diagonal da 
face lateral do prisma mede £ e forma 580º com o plano da base Calcule o 
volume do cilindro. 


16 100) Em um cilindro equilátero inscreve-se uma pirâmide cuja base é um 
triângulo equilátero, sendo uma de suas arestas laterais perpendicular ao 
plano da base. Se a área da face maior da pirâmide é 1543 cm, calcule o 
volume do cilindro. 


16.101) Um cubo de aresta a é inscrito em um cilindro, Calcule o volume do 
cilindro. 


16.102) Uma pirâmide triangular regular é inscnta em um cilindro reto de altura 
5 cm. à aresta lateral forma 30º com o plano da base. Calcule o volume do 
cilindro. 


18.103) Um prisma quadrangutar regular é inscrito em um cilindro. O segmento 
que tem por extremidades o centro de uma base do cilindro e o ponto 
médio de uma aresta lateral do prisma mede 2 cn e forma 60º com a 
aresta lateral. Calcule o volume do cilindro. 


18.104) O volume de um cilindro equilátero é Y. Calcule a medida da aresta lateral 
da pirâmide quadrangular regular inscrita nesse cilindro. 


s21 


1105) 


5.106) 


3 107) 


3.108) 


3.109) 


3.110) 


5.117) 


112) 
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U) 


TS) 


8.114) 


8115) 
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Calcule o volume de um cilindro equilátero, sabendo que é numericamente 
igual à área total do cilindro. 


Calcule a área total de um cilindro equilaátero, sabendo que o seu volume é 
numericamente igual à área lateral 


Calcule o volume de um cilindro de altura Igual a 9 cm, inserto em um 
prisma triangular reto cujas arestas da base medem 5 cm, Bem e 7 em. 


O raio da base de um cilindro reto é r e. no desenvolvimento da superficie 
lateral, a geratriz forma 60º com a diagonal Calcule o volume do cilindro 


Um cilindro de volume rv/5 cm” esta inscrito em um prisma reto cuja base 
& um triângulo de lados 7 em, 8 cm e 8 cm. Calcule o volume do prisma 


Jm cilindro é inscrito em um prisma reto de altura h, cuja base é um 
lasango de lado h e angulo agudo de 50º, Calcule à volume do cilindro. 


Um cilindro é inscrito em um prisma hexagonal regular cujas arestas são 
todas iguais a a Dê o volume do cilindro. 


Um prisma triangular regular tem a diagonal da face lateral medindo 4 cm 
e formando 80º com o plano da base Calcule o volume do cilindro inscrita. 


Em um cilindro inscrito em um prisma quadrangular regular. inscreve-se 
um tetraedro regular de aresta a. Calcule o volume do prisma. 


Um cilindro equilátero é inscrito em um prisma cuja base é um lrapézio 
isósceles de bases 4 cm e 9 em. Calcule o volume do cilindro 


Calcule a razão entre os volumes de um cilindro equilatero de raio da base 
a e um tetraedro regular de aresta à . 


Capitulo 


Cones circulares 


17.1 - NOÇÃO DE CONE CIRCULAR 


Imaginemos que sobre um plano «a esteja situado um circulo de centro O e 
raio r. Seja V um ponto situado fora do plano «a. 


- 


Podemos construir todos os segmentos que têm uma extremidade num 
ponto do circulo e a outra no ponto V. Unindo todos esses segmentos, obtemos um 
sólido que recebe o nome de cone circular. 


Nomenclatura 


Vamos estabelecer os nomes de algumas partes do cone circular. 
Vértice: é o ponto V 
Base: é o circulo de centro O e raio r. 


Geratrizes: são os segmentos que têm uma extremidade no ponto V e a outra num 
ponto da circunferência da base. 


Eixo: êareta OV. 
Altura: é a distância do vértice V ao ptano «x. 


Area lateral: é a área da superfície formada pela união das geratrizes. 
Area total: é a soma da área da base com a área lateral. 
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17.2 — CLASSIFICAÇÃO DOS CONES 


a) Segundo a inclinação do eixo 


e Cone reto: é aquele cujo eixo é perpendicular ao plano da base. É 
tambem chamado cone de revolução. 


e Cone oblíquo: é aquele que não é reto. 


V V 


cone reto ou de revolução cone obliquo 


Observe que no cone reto temos a seguinte relação entre a altura, O raio da 


base e a geratriz: 
[n+=o | 


Db) Segundo a forma da seção meridiana 


e Cone equilátero: é o cone reto para o qual g = 2r, isto é, 
cuja seção meridiana é um triângulo equilátero. 


Num cone equilátero, vale a seguinte relação entre o ralo 


da base e a altura: 


cone equilátero 


«+.3— ÁREA LATERAL E ÁREA TOTAL DO CONE RETO 


superfície 
lateral 


. 
. 
a 
, 
, 
5 
5 
. 
. 
a 
1 
s 
. 
« 
. 
a 
1 
1 
1 
4 
1 
1 
, 
, 
1 
1 
' 
» 
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Se a superficie lateral do cone reto for desenrolada, Isto é, desenvolvida 
num plano, o resultado será um setor circular de raio g, cujo comprimento do arco 
é 2zr. Portanto, a área lateral do cone é igual à área desse setor circular. 
Podemos calcular a área do setor circular fazendo uma “regra de três” na qual 
comparamos o setor com o circulo todo de raio g. cuja área é ng? e cujo 
comprimento de circunferência é 279. 


comprimento área Dai tiramos 
2x1) (ng?) 
279————— qq? S = t2ar) (agf) 
S ng t 279 
2 —————————— Ss 
donde 
S, = xIg | 


A área total do cone reto é obtida somando-se a área lateral com a área da 
base: 


Su= arg + xP? 


S=ar(g+r) 


Assim: 


17.4 - VOLUME DE UM CONE 


Propriedade 


O volume de um cone qualquer é a terça parte do produto da área de sua base 
pela sua altura. 
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1 
Se S, é a área da base e h é a altura, temos V = 3 Sh, 


Sendo ro raio da base, logicamente Sb = rf, portanto: 


ea 
3 


Este fato pode ser reconhecido através do principio de Cavalieri (veja o item 
13.5) Suponhamos que uma pirâmide de base quadrada tem sua base contida no 
mesmo plano « da base do cone e que sua altura é a mesma altura h do cone. 
Imaginemos que a base da pirâmide tenha área igual à da base do cone. Para isto, 
basta tomar o lado é do quadrado tal que aê = &, isto é, t=rvz. Um plano 
paralelo a a, ao interceptar o cone segundo um circulo do raio r', intercepta 
também a pirâmide segundo um quadrado de lado £. Para se concluir que a 
pirâmide e o cone têm mesmo volume, basta mostrar que as duas seções assim 
obtidas têm mesma área. 
Conforme vimos no item 14.9, para a pirâmide temos 
2 
So. (ny h' 
=. = | W) donde S,=S, FE 
th | Uh) 


Para o cone, como 4 VO'C' - 4 VOC, temos 


Daí resulta que S, = S2 Fica, portanto, confirmada a propriedade citada 
anteriormente que dá volume do cone circular: 


Exercícios Resolvidos 


17.1) Considere um cone equilátero cujo raio da base é r, Determine: 
a) a geratriz (9); 
D) a área da base (Sb); 
c) a área lateral (S,) e a àrea total (81); 
d) a altura (h); 
e) o volume (V). 
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17.2) 


17.3) 


Solução 


Como vimos no item 17.2, se o cone considerado é equilátero, tem-se g = 2r 
eainga h=rJ3. A área da base é Sp = nr”. Para a área lateral, temos 


S,= arg = ar2r) = 2xr 
donde a area total resulta 
S=S+S=2n0º + qr = ar” 


Finalmente, o volume é dado por 


al 
a 


mr J3 
3 


V=-Sh= Stuêprv3 = 


Num cone reto, a seção mendiana (isto é a seção determinada por um 
plano que contêm o eixo do cone) é um triângulo cuja área é igual à área da 
base do cone. Se o raio da base mede 1 cm, determine a área lateral e o 
volume do cone. 


Solução 


A área da seção meridiana é dada por 


Temos, então, h = qr, donde 
h=mf =mcem. 
Comogi=hsr=ndést="("+1) 


temos g= rn? +1 = Jr? + 1 cm. 
Assim, a área lateral é 


a 


Se = mig= nn? +1 em 


e O volume é igual à 
1 1,..2 
V=—-Sh=-=(nrh= 
S oh a” ; 


1 x? 3 
= a tia) — ico 


Se a superficie lateral de um cone relo é desenvolvida em um plano 
(desenrolada), resulta um semicireulo de raio igual a 4 cm. Calcule O volume 
do cone. 


Solução 


Q raio R do semicirculo é igual à geratriz do cone: g = 4 cm A área do 
semicirculo é igual à face lateral do cone: 


xR? 


= arq 
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Dai obtemos 


r=2 cm 


o que indica que o cone obtido é equilátero Sua altura é h= 1V3 = 2/3 cm 
Assim, para o volume temos: 
V= 


Sph=—(nr2).h= =(n:22).293 - Sm cm? 


Ae ea 
3 3 


Exercícios Propostos 


17.4) Considere um cone reto de altura 4 m, cuja base tem 3 m de raio. Calcule: 
a) a geratriz (9); d) a área total (S)); 
b) a área da base (S,); e) o volume (V). 
c) a área lateral (S,); 


9) À geratriz de um cone de revolução mede 6 cm e a área da base é 57 em? 


Calcule 
a) o raio da base (r); d) a área total (Sy); 
b) a altura (h); e) o volume (V). 


c) a área lateral (S7); 


17.6) Considere um cone cuja geratriz mede 7 cm. Sabendo que a altura desse 
cone é igual ao diâmetro da base, calcule: 


a) o raio da base (r); d) a área lateral (Sy); 
Db) a altura (h); e) a área total (S)); 
c) a área da base (Sb); f) o volume (MV) 


17.7) Determine o volume de um cubo equilatero de altura igual a J3 cm. 


17.8) Num cone reto, a altura é igual ao triplo de raio da base. Determine a 
geratriz, sabendo que o volume desse cone é igual a 10x cm”, 


17.9) Qual é a área total de um cone equilátero cuja geratriz mede 12 cm? 


17.10) Qual deve ser a altura de um cone equilátero cuja área lateral é 12x em? 
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17.11)A seção meridiana de um cone reto é um triângulo de área a 16 cm? 
Sabendo que altura é maior do que o raio da base e que a geratriz mede 
7 cm, calcule o volume desse cone. 


17 12) Calcule o volume de um cone equilátero cuja base tem área igual a 12x m. 


17.13) Num cone de revolução, a área lateral é 72 cm? e a geratriz mede 5 cm. 
Calcule o raio da base 


17.14) Qual deve ser o raio da base de um cone equilátero para que o seu volume 
seja Br cm*? 


17.15) Qual é o volume de um cone equilátero cuja área total é 257 cm?? 


17.16) Num cone reto, o raio da base é igual a v3. Qual deve ser a altura desse 


cone para que o raio da base, a altura e o volume formem, nessa ordem, 
uma PG? 


17 17) Considere um cubo de aresta igual a 1 cm. Podemos 
obter um cone tomando como base o circulo inscrito 
numa das faces do cone e como vértice o centro da 
face oposta Qual é a área lateral desse cone? 


17.18)A figura ao lado representa um cilindro do qual foram 
retirados dois cones. Determine o volume da parte do 
sólido que permaneceu onde estava 


17.5 — TRONCO DE CONE DE BASES PARALELAS 


Vo 
cone 2 À 
PA 
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Consideremos um cone circular de vértice V e altura h, cuja base é um 
circulo de centro O, e raio n (cone 1). Imaginemos que um plano |, parafelo ao 
plano « da base, corte O cone à distância ho do vértice, sendo hz < h, À interseção 
do plano |! com q cone, cu seja, a seção transversal assim obtida é um circulo de 
centro O; e raio r>. Note que o plano | separa o cone em dois sólidos, um dos 


quais é também um cone de vertice V e altura Ho (cone 2). O outro & um sólido 
chamado tronco de cone, 


As bases dos dois cones são as bases do tronco e a diferença H = hy— he 
é a altura do tronco 


17.56 — CONES SEMELHANTES 


Os cones 1 e 2 do item anterior são semelhantes, isto é, os segmentos 
correspondentes desses dois sólidos são proporcionais. Tomando-se, por exemplo, 


Os raios das bases, as alturas & os segmentos de eixos de cada um dos cones, 
temos 


ER E 


onde k é a razão de semelhança. 


= k 


Para cones semelhantes valem também as duas propriedades seguintes. 


1ºj As áreas de superfícies correspondentes estão entre si na razão kê. 


2) Os volumes dos dois sólidos, ou de partes correspondentes, estão entre si na 
razão k'. 


Assim, por exemplo, para as áreas das bases, temos 


S 
b, = kº 
So, 
e para os volumes: 
Na =kº 
V> 


às duas afirmações acima são de fácil constatação. 


17.7 — VOLUME DO TRONCO DE CONE 


Para calcular o volume do tronco de cone, basta subtrair do volume do cone 
fovolume do cone zZ: 


Vir my — Va 


E 1 
Então, & = E aZh, - - nho 
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Exercicios Resolvidos 


17. 18)Mostre que o volume do tronco de cone é igual & 


aH 
WT = pe + Ls +18) 


Solução 
Devemos lembrar que 


hi-hn2=H h,=kha e m=kr 
Escrevemos, então, 


Vç = 5 drZh, — r2h,] = Im -kho — Bhs]= 


2 
e =— qe? -1 = 


2 
E vaia te (Kê + K+ 1) = 


aL 

= (ok —hoMréko +rék + rÊ)= 
x 2. 4 

a h,-hodtr; +o+i)= 
nH 


= CER erro td) 


to | 


17.20) Um cone circular tem raio da base igual a 3 cm e altura igual a 10 cm. À que 
distancia do vértice deve ser tomada uma seção transversal para se obter 
um tronço de volume igual à metade do volume do cone dado? 


Solução 


A situação do problema está representada na figura. À distância pedida é a 
altura h do cone 2. Sabendo Vi, V; e Vr, respectivamente, os volumes dos 
cones 1e2Zedolronco, lemos 


4 
Vr=—V 
T=>5 4 
1 
e como Vr = Vy — 4, vem Ed =W4-MVa 


V 
donde V, = 2 45 ou ainda E 2: Isto 
2 
significa que a razão de semelhança k 
entre os cones 1 e 2 é tal que 


k* = 2, ou seja: kK = ao. 


Sendo assim, + =k=Y2, isto é, h- = Então a seção transversal deve 
né) 
estar à distância 
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10 
h= = = 7,94cm 
EF] 


do vértice do cone. (Note que o raio da base é, neste problema, um dado 
desnecessário.) 


17.21)Seja um tronco de cone reto, de altura H e raios das bases 1 € (2 
Indigquemos por t a geratriz do tronco (veja a figura). Mostre que a arta 
lateral do tronco pode ser dada pela expressão 


SMe=ndiytrop) é 


Solução E) E 


Seja V O vértice dos cones cujas bases são os 
circulos de ralos nm & r» que constituem as bases do 
tronco. O cone maior tem area lateral S2 = tr202 € O 
cone menor tem área lateral 5, = mrmg, onde 
O2 — 91 = E A ârea laleral do tronco é dada por 


S = 82 - 8, = airog>-— nmg:). Mas como Eca 
1 1 
temos gr — 9112 = O, portanto podemos escrever 
S=m(f02-n] tom —gil)= 
=algaimn+ra-g (o +rag))= 
=n (1 +12) (91+ 02) = 
=adhi+ro) 


ixerçícios Propostos 


17.22) Um cone de 35 cm de altura tem raio da base iguala 7 cm. Qual é a área da 
seção transversal desse cone, situada à distância de 30 em do vértice? 


1? 23) De um cone de altura igual a 22 em obtém-se um tronco de altura a 11 em. 
Qual é a área da base menor do tronco se se sabe que a base maior lam 
raio igual a & em? 


17.24) Um cone circular tem altura de 77 em, Calcule o raio da base sabendo que a 
seção transversal feita a 21 m do vértice tem área de 225 mé 


17.25)Um cone tem 15 em de altura e raio da base igual a 6 cm, Cortando-se 
nesse cone uma seção transversal situada a 5 cm da base, obtêm-se um 
tronco. Calcule: 


a) as áreas das bases do tronco (S, e S5): 
b) o volume do tronco (Vr). 


17.28) Calcule o volume de um tronco de cone de 36 cm de altura sabendo que as 
áreas das bases são 5r cr” e 20n cm? 
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17 27) Calcule o volume de um tronco de cone que se obtém cortando-se um cone 
equilátero, cujo raio da base mede 6 cm, por um plano cuja distância ao 
vertice é igual à metade da altura do cone. 


17 28) Calcule a altura de um tronco de cone de 78x cm” de volume sabendo que 
os raios das bases são 2 cm e 5 cm. 


17.29) Um cone é separado, por meio de duas seções tranversais, em três sólidos, 
de mesmo volume, sendo um deles um cone e os outros dois, troncos de 
cone. Determine a razão entre as áreas laterais dos dois troncos. 


17.30) Com uma seção transversal separa-se um cone equilátero em dois sólidos 
de igual volume. Calcule a área dessa seção transversal sabendo que o rato 
da base do cone dado é 10 em 


17.8 - SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 


Consideremos uma reta e (que chamaremos eixo de rotação) e um 
segmento AB, coplanar com a reta e e contido em um dos semiplanos que têm 
origem nessa reta. Imaginemos que o segmento “gira” em torno do eixo e, 
produzindo uma superfície. Com uma linguagem mais precisa, imaginemos que 
cada ponto do segmento AB determina uma circunferência que passa por ele e tem 
como centro o pé da perpendicular conduzida desse ponto ao eixo. A união de 
todas estas circunferências forma uma superfície. chamada superficie de 
revolução. Se o segmento AB está inclinado em relação ao eixo, sem cortá-lo, 
obtém-se a superfície lateral de um tronco de cone. Se AB é paralelo ao eixo. 
obtém-se a superfície lateral de um cilindro reto. Se AB tem uma extremidade 
sobre o eixo, obtém-se a superfície lateral de um cone reto (estamos supondo que 
o segmento AR não é perpendicular ao eixo, pois neste caso teriamos um círculo 
ou uma coroa circular). 


Y 


es . 
Seja £ o comprimento do segmento AB e indiquemos por r, e rz as distâncias 


de suas extremidades ao eixo. Já vimos, no exercicio resolvido 17 21. que a área 
da superficie de revolução pode ser dada por 
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S=m(n+r)tf 


—s 

Consideremos o ponto médio M do segmento AB. A mediatriz de AB 

encontra o eixo no ponto P. Indiquemos MP = a. É possível provar que a área da 
superficie de revolução pode ser dada também pela expressão 


| S=2r-ah | 


Basta notar, na figura ao lado, que A ABC - 4 PMQ, 
donde 


AB BC 
PM MQ 
Nn+hp 
Lembrando que MQ = , temos 
Eis 2h 
a E a 6) 


donde (r, + r2)t = 2ah e, assim, S = 2rah. 


Este resultado pode ser genalizado. Consideremos 
uma sequência de segmentos congruentes entre si, 
formando uma poligonal regular, circunscrita a uma 
circunferência de raio a e centro O. Seja e um eixo 
de rotação que passa por O e não corta a 
poligonal, como mostra a figura A área da 
superficie de revolução gerada pela rotação do 
segmento AB é igual a S, = 2xah,. Analogamente, 
para os demais segmentos da poligonal, teriamos 
S2 = 2raho, S; = 2xahs, etc. 


Assim, a área total resulta Y 


S=S,+S2+S:+..=2ra(m+ha+hz+..)=2mah 


A área da superfície de revolução gerada pela rotação de uma poligonal regular 
em torno de um eixo de seu plano, passando pelo centro da circunferência 
inscrita, é igual ao produto do comprimento das circunferência inscrita pela 


projeção da poligonal sobre o eixo: 


S = 2rah 
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17.9 - SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 


Se o triângulo ABO gira em torno de um eixo que te 
contém o lado AO, obtém-se um sólido que se chama de PA 
revolução. Vamos mostrar que o volume desse sólido é 
igual à terça parte do produto da altura OH pela área da 


superficie de revolução gerada pelo lado AB Para isso, H 
notemos que o sólido de revolução é a união de dois cones 8 Co p 
retos, gerados pela rotação dos triângulos ABP e BPO Assim. 
o seu volume é 
V=-—z(BP)*.AP+ —zx(BP)C.PO= —x(BPJ“(AP+ PO) = ; 
3 3 Y 


E Su(BP)? AO 


Mas (BP) - (AO) = (AB) - (OH), pois ambos os produtos dão o dobro da área do 
à ABO. Assim, 


V= 5 z(BP)(AB)-(OH) 


A expressão x(BP)(AB) representa a área lateral do cone gerado pela 
rotação do A ABP, isto é, é a área da superficie de revolução gerada pela rotação 
do lado AB. indicando esta área por Saes, escrevemos 


1 
V=—Sas:OH 
3 AB 


Na situação ilustrada ao lado, o volume do solido obtido é a 
diferença entre os volumes dos dois cones: 


VAR > BP)? “AP - (BP)? PO = 


= S HBPj (AP -PO)= 


= 1 (BP)2.AO 
E 


mas, como se vê, a conclusão final é igualmente válida. 


fi Seja, agora, um triângulo que gira em torno do eixo e de seu 
i plano, mas tendo apenas um vértice pertencente ao eixo, como 
na figura ao lado. Neste caso, prolongando AB até encontrar o 
eixo no ponto C, podemos exprimir o volume procurado como a 
diferença entre os volumes dos sólidos gerados pelos triângulos 
CBO e CAO: 


Eis OMS sÓ 
3 3 


ao 


1 1 
= =(Sce —Sca)- OH = —Saa OH 
3 3 


resultado idêntico ao interior 


Se AB 4 e caso em que seu prolongamento não encontraria 
este eixo, O volume pedido pode ser calculado como sendo 0 
volume do cilindro gerado pelo retângulo ABPQ (veja a figura), 
menos os volumes dos cones gerados pelos triângulos OAQ e 
OBP Teriamos: 


V = x(0H)º.AB- : (0H)? -OP- atom)? OQ = 


ceratimece amem area 
nm 


o Ro 


ip = OH? AB - (OH (OP + OQ)- 
? = 0H AB-sm(0HP 
= É n(OHPAB 
Mas 21(0OHHAB) é a área da superficie gerada por AB, assim temos também 
ie = Sas “OH 


Impõe-se uma conclusão geral; 


O volume do sólido gerado pela rotação de um triângulo em torno de um eixo do 
seu plano, que contém um de seus vértices, deixando o triângulo contido em um 
só semiplano, é igual à terça parte do produto da área gerada pelo lado oposto a 
esse vértice, pela altura relativa a esse vértice. 


O resultado acima pode ser generalizado. Consideremos um setor poligonal 
regular (veja a figura ao lado), circunscrito a uma circunferência de raié a e centro 
O. Seja e um eixo coplanar com o setor, passando O, mas sem cortar o setor. O 
volume do sólido gerado pela rotação do setor poligonal em torno do eixo e é igual 
a terça pare do produto do apótema a pela área da superficie gerada pela 
poligonal do setor. Basta notar que o A OAB gera um sólido de volume 


| 1 
V= Saga 0 4 OBC gera um sólido de volume Vo =5Ssc'ê e assim por 


diante, Logo, o volume total & 
V= VA +Va+VG += 


1 1 
SAB: aonos ar a “co'B+...d 
1 
= q(Sas + Spec + Sep +...) ã= 
= 3 “poligonal a 
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Exercícios Propostos 


17.31) Calcule a razão entre o volume de um cone circular reto 
de raio r e o volume da pirâmide regular de base 
quadrada inscrita nele. 


ensfocona.* 
. de 


e... poncmo= dl 
a » 


17.32) Calcule o volume de um cone circular reto inscrito em 
um tetraedro regular de aresta a. (Lembre-se de que, 
no item 14.3, ficou determinado que a altura de um 


.n a6 
tetraedro regular é h = 2 


17 33) Em um cone circular reto inscreve-se um cilindro reto de 
volume V, cujo raio é a metade do raio da base do cone. 
Determine o volume do cone, em função de V. 


17 34)A seção meridiana de um cone reto é um triângulo de área igual a 25 em. 
Calcule a geratriz e a área da base do cone. 


17.35) A razão entre à área da base de um cone reto e a área da sua seção 
meridiana é x/3. Dê o ângulo formado pela geratriz com o plano da base. 


17.36) Calcule a razão entre a área da base e a área da seção meridiana de um 
cone equilátero. 


17.37) Duas geratrizes de um cone reto são perpendiculares entre si e determinam 
na circunferência da base uma corda de medida igual ao dobro da altura do 
cone. Calcule o ângulo que a geratriz forma com o plano da base. 


17.38) No problema anterior, sendo € o comprimento da geratriz, calcule a área da 
seção meridiana do cone. 
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17.39) O ângulo do vértice da seção meridiana de um cone reto é 120º e a altura é 
h Um segundo cone é construído com mesmo vértice, sendo a geratriz 
perpendicular à geratriz do cone dado. Se o novo cone tem altura h, qual é 
área da sua seção meridiana? 


17.40) Um cone reto tem altura 4 cm e geratriz de 10 cm. Conduz-se um plano pelo 
vértice, formando 30º com a altura. Calcule a área da seção 


17.41) 0 raio da base de um cone reto r. O ângulo do vértice da seção mendiana é 
120º Calcule a área da seção que contém duas geratrizes perpendiculares 
entre si. 


17.42) A altura de um cone reto é 6 m. Calcule a área da seção obtida por um 
plano que contém o vértice, forma 30º com o plano da base e determina na 
circunferência da base um arco de 120º. 


17 43) Pelo vértice de um cone reto de altura h, conduz-se um plano que forma 60º 
com o plano da base e corta na circunferência da base um ângulo de 90º. 
Qual é a razão entre a área da base e a área da seção”? 


17 44) A seção meridiana de um cone reto é um triângulo retângulo Uma seção é 
tomada por duas geratnzes que formam um ângulo 60º. Seja q o ângulo que 
essa seção forma com o plano da base Calcule tg a. 


45) A altura de um cone reto é 36 cm e o diâmetro da base é 24 cm. Uma seção 


paralela à base tem área 84n cm”. Determine a distância dessa seção ao 
plano da base. 


17.46) À altura de um cone reto é 15 cm. Uma seção paralela à base, de área igual 
a 36x em, situa-se à distância de 6 cm da base. Qual é o raio da base do 
cone? 


17.47) Em um cone de altura h é inscrita uma pirâmide triangular regular. As faces 
laterais da pirâmide formam com o plano da base um ângulo «a, tal que 
tg u = 2 Calcule a geratriz do cone. 


17.48) Um tetraedro regular é inscrito em um cone. Seja « o ângulo do vértice da 
seção meridiana do cone. Calcule tg «a. 


17.49) Um cubo de aresta a é inscrito em um cone equilátero. 
Calcule a geratriz do cone. 


17.50) Em um cone equilátero, inscreve-se um cilindro equilátero, de modo que 


ambos tenham mesmo eixo. Calcule a área da seção meridiana do cone. 
sabendo que a do cilindro é a? 
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417.5 Um prisma quadrangular regular é inscrito em um cone equilátero A aresta 
da base é a e a altura do prisma é à dobro dessa medida. Calcule a àrea da 
seção mendiana do cone. 


17.52)Calcule a àrea lateral de um cone reto, sabendo que um cilindro reto com a 


mesma base do cone e altura igual à metade da geralriz do cone tem area 
lateral igual a 5. 


17.53) Em um cone rett o raio da base é re a área lateral é o dobro da àrea da 
base Calcule a geratriz do cone. 


17.59) Calcule a altura de um cone equilálero cuja área lateral é 3 


17. 55)A área da base de um cone reto é 9x cm” e a sua altura é 4 cm. Calcule a 
area lateral 


17.55) Um cone e um cilindro retos têm mesma base, mesma altura & mesma área 
lateral. Calcule à ángulo do vértice da seção meridiana do cone. 


17.57) Um cone equilatero e um cilindro equilátero têm mesma altura lateral. Qual é 
a razão entre as suas áreas totais”? 


17.58) Um cone em um cilindro retos têm mesma base, altura e área lateral. Qual é 
o ângulo que a geratriz do cone forma com o plano da base? 


17.59) Calcule a área total de um cone reto, sabendo que a sua seção meridiana é 
um trângulo retângulo de perimetro igual a P. 


17 860) Um triângulo retângulo gira em torno da hipotenusa. Calcule a área da 
superficie do sólido gerado, se os catetos são 10 cm e 24 cm. 


1?.61)Pelo vértice de um cone reto conduz-se um plano que forma 30º com o 
plano da base e corta, na circunferência da base, um arco de 60º. Calcule a 


area lateral do cone, sabendo que a dislância desse plano ac ceniro da 
base é iguala a. 


17.62) Um plano que contém o vértice de um cone reto e corta, na circunferência 
da base, um arco de 90º, determine uma seção em forma de triângulo 
equilátero de área S. Calcule a área lateral do cone. 


17.63)0 desenvolvimento da superficie lateral de um cone de geratriz igual a 
30 em é um setor de 120º. Calcule o raio da base do cone. 


17.64)Um cone reto tem raio da base r e geratriz gq. Qual é o angulo do setor 
circular obtido desenvolvendo-se a superficie lateral desse cone? 


17 65) De um setor circular de 90º e raio 18 cr obtém-se a superficie lateral de um 
cone. Calcule a área total desse cone. 


+? 66) De um setor circular de 50º, cuja área & 5, obtêm-se a superficie lateral de 
um cone Calcule a área total desse cone. 
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17.87) Uma superfície cônica é obtida a partr de um semicirculo. Qual é o ângulo 
do vértice da seção meridiana dessa superficie cônica”? 


17.68) A área lateral de um cone reto é 20 cm” e a sua superficie lateral provém de 
um setor circular de 72º. Determine a area total do cone 


17.69) Um cilindro equilátero é inscrito em um cone equilátero. Calcule a razão 
entre as áreas laterais do cone e do cilindro. 


17.70) A base menor de um tronco de cone tem raio B cm. À altura é 6 cn ea 
geratriz forma 45º com o plano da base. Calcule a area lateral do tronco. 


47. 71)A área lateral de um tronco de cone é 128x cm? e a geratriz mede 8 cm 
Calcule os raios das bases, sabendo que são proporcionais a Ze 3 


17.72)A geratriz de um tronco de cone mede 4 e forma 50º com o plano da base O 
raio da base maior é três vezes o da menor Calcule a área total do tronço 


17.73)A geratriz de um tronco de cone mede EF. forma 80º com o plano da base e é 


perpendicular à diagonal da seção merndiana do tronco. Calcule a área 
lateral do tronco. 


17 F4JA geratriz de um tronco de cone forma 60" com o plano da base e é 
perpendicular à diagonal da seção meridiana do tronco. Sendo R o ralo da 
base maiar. calcule a área total do tronco. 


7,75) Um tronco de cone reto tem altura 16 cm e raios das bases & cm & 20 cm, 
Calcule o raio da base de um cilindro reto que tem a mesma altura E a 
mesma área total do tronço de cone. 


17.78) Um tronco de come reto tem altura 20 em e raios das bases 15 em e 30 em 
Calcule a geratriz de um cone eguilátero cuja área total é igual à àrea lateral 
do trônco dado. 


17.77)Um tronco de cone tem áreas das bases iguais a 100r cm” e 256a cm” e 
área da seção meridiana igual a 208 cm”. Calcule a área lateral do tronco. 


17.78) Um tronco de cone tem área lateral 9Dx crê e o raig da base menor é 4 cm. 
Sabendo que o raio da base maior e igual à soma da metade da gerakiz 
com à rao da base menor, calcule o ralo da base maior. 


17.79) Um tronco de cone tem geratriz £ e a sua seção meridiana é um trapézio 
circunscritivel a uma circunferência. Calcule a área lateral do tronco, 


17.80) Uma seção de um tronco de cone reto por uma plano que contém duas 
geratrizes é um lrapézio com angulo 50º e corta nas circunferências das 
bases arcos de 90º. Sendo 150 em” a área desta seção, calcule a área 
lateral do tronco. 
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17.81) Os raios das bases de um tronco de cone reto são 12 cm e 6 cm e área da 
base maior é media geométrica entre as áreas lateral e da base menor. 
Calcule a àrea da seção meridiana. 


17 82)A altura de um cone é igual a H e o ângulo entre a geratriz e o plano da 
base é 45º Calcule a área da seção que contém duas geratrizes que 
formam entre si 30º. 


17 83) Em um tronco de cone de raios das bases Rer (R > r) toma-se uma seção 
por um plano que forma 45º com o plano da base a corta arcos de 45º nas 
circunferências das bases. Calcule a área desta seção. 


17.84) A altura de um cone circular reto é igual ao raio r da 
base. Pelo vértice do cone conduz-se um plano que 
determina na circunferência da base um arco de 60º. 
Calcule a área da seção, 


SE 


17.85) A altura de um cone circular reto é igual ao raio r da base. Pelo vértice do 
cone conduz-se um plano que determina na circunferência da base um arco 
de 90º Calcule a área da seção. 


17.86) A altura de um cone é 20 cm e raio da base é 25 cm. Calcule a área da 
seção do cone por um plano que contém o vértice e cuja distância ao centro 
das base é 12 cm. 


17.87) As bases de um tronco de cone têm áreas 1 m? e 49 m?. A área de uma 
seção paralela é igual a sua média aritmética. Se a altura do tronco é H, 
quais são as alturas dos dois troncos determinados por essa seção? 


17.88) Um tronco de cone tem altura igual a 10 cm e os raios das bases 8 cm e 
18 cm. A que distância da base menor deve ser tomada uma seção paralela 
às bases, cuja área seja a média geométrica das áreas das bases? 


17.89) Num cone de altura h, a geratriz forma ângulo de 60º com o plano da base. 
Cortando-se o cone por um plano paralelo à base, distante d dessa bases, 
obtém-se um tronco de cone cuja área lateral é igual à área da base do 
cone Determine d. 


17.90) As bases de um tronco de cone de bases paralelas têm raios m e fz (11 < 12). 
A área lateral do tronco igual à soma das áreas das bases Sabendo que 
m = 10 cme que a geratriz do tronco forma ângulo de 60º com o plano da 
base maior, calcule o raio da base maior. 


17.91) Um cone circular reto, cuja altura é igual ao raio da base, está inscrito em 
uma pirâmide de base triangular. A área total da pirâmide é o dobro da do 
cone. Calcule o volume da pirâmide, sabendo que a área lateral do cone é 


igual a ny2. 
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47.92) Um cone ge volume V tem o raio da base triplicado e a altura reduzida à 
metade. Qual é o volume do novo cone? 


17 83)A altura de um cone é multiplicada por 12. Como deve mudar 0 raio da base 
para que 0 volume triplique”? 


17.94) Em um cone reto de área lateral 5, a distância do centro da base à geratriz é 
d Calcule o volume do cone. 


17.25)Em um cone reto, a área da seção meridiana é S e o comprimento da 
circunferência ta hase é £ Calcule o volume do cone 


17.56) Um cone reto tem geratriz q e o comprimento da circunferência da base é 
Calcule o volume do cone 


17.97) Um cone têm área da base igual a 1Br cm? e área lateral 20 m cm”. Calcule 
o seu volume. 


17.98) Um cone tem área da base igual a 9x cm” e área total 247 em”. Calcule o 
seu volume. 


+7.89) A àrea da seção meridiana de um cone reto é 120 em ea geratriz mede 
17 em. Calcule à volume do cone. 


100) Em um cone retc, a àrea total e o volume são numericamente iguais Dé a 
relação entre a altura é Q raio da base. 


17.101) Em um cone reto, a área total e o volume são numericamente iguais Dé a 
relação entre a altura e O raio da base. 


17.102) Em um cone reto, a área da base e o volume são numericamente iguais. 
De a relação a altura e O raio da base. 
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17.103) O volume de um cone é m' e o raio da base é 4 m. Calcule o 


ângulo central do desenvolvimento da superficie lateral do cone. 


17.404) Um cone é inscrito e outro é circunscrito a uma pirâmide triangular regular. 
Calcule a razão entre os volumes desses cones. 


17.105) Em uma pirâmide hexagonal regular, a aresta lateral é dobro da aresta da 
base O apótema da base é 5 cm. Calcule os volumes das cones Inscrilo 
circunscrito à prêmide. 


17.108) Um cubo é inscrito em um cane equilátero, de modo que uma de suas 
faces está contida no plano da base do cone e os qualro vértices da face 
oposta pertencem à superficie lateral do cone. Calcule a razão dos 
volumes do cone e do cubo. 
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17.107) A base de uma pirâmide é um triangulo retângulo. As faces laterais que 
contêm os catetos formam com a base ângulos de 30º e 60º. Um cone 
circular reto está circunscrito à pirâmide Determine o volume do cone, se 
a altura da pirâmide é h. 


17.108) Um cone reto é inscrito em um cubo. Calcule a razão entre os seus 
volumes. 


17.109) Um cone equilátero é iscrito em uma prisma quadrangular regular. Calcule 
a razão entre os seus volumes, 


17.110) Um cone equilátero é inscrito em um prisma hexagonal regular. Calcule a 
razão entre os seus volumes, 


17.111) Em um tronco de cone reto a altura é igual ao raio da base menor. O raio 
da base maior é 12 cm e a geratriz forma 45º com o plano da base. 
Calcule o volume do tronco. 


17.112) Os raios das bases de um tronco de cone reto são 3 cm e 10 cm eo 
volume é 1 112x cm. Calcule a altura e a geratriz do tronco. 


17.113) A altura de um tronco de cone é 4 me o raio de uma das bases é 6 m. 
Calcule a área lateral do tronco, cujo volume é 228 mº. 


17.114) A geratriz de um tronco de cone forma 60º com o plano da base e sua 
medida £ é igual ao diâmetro da base menor. Calcule o volume do tronco. 


17.115) Calcule o volume de um tronco de cone se uma de 
suas bases é um circulo inscrito numa face de um 
cubo de aresta a, e a outra base é um circulo 
circunscrito à base oposta desse cubo. 


17.116) O volume de um tronco de cone é igual a 416 cm. Os raios das bases e 
a geratriz são proporcionais a 5, 2 e 5. Calcule a área total do tronco 


17.117) Em um tronco de cone a seção meridiana é um trapézio cujas diagonais 
são perpendiculares entre si. A geratriz tem medida £ e forma 60º com o 
plano da base. Calcule o volume do tronco. 


17.118) Em um tronco de cone, o segmento que tem extremidades no centro da 
base maior e num ponto da circunferência da base menor tem medida d e 
forma 30º com o plano da base. Calcule o volume do tronco, sabendo que 
esse segmento é perpendicular à geratriz. 
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17.119) O raio das bases de um tronco de cone reto são 8 cm e 8 cm Uma 
pirâmide quadrangular regular é inscrita nesse tronco e tem valume igual a 
1 280 cm” Calcule o volume do tronco 


172.120) Em um tronco de cone reto, a circunferência inscrita na seção meridiana 
tem raio R e o raio da base maior é o dobro do da menor. Calcule 0 
volume do tronco. 


17.121) À circunferência inscrita na seção meridiana de um tronco de cone 
tangencia as geratrizes em pontos cuja distância & igual a a. Sabendo que 
as geratrzes formam 45º com o plano da base, calcule o volume do 
tronco. 


17.122) Dado um tronco de cone reto, considere-se uma superfície cônica com 
vérice no centro da base maior do tronco e com base coincidindo com à 
base mener do tronco. Calcule a relação entre os raios das bases do 
troncos (r, « ra) sabendo que aquela superficie cônica divide o tronco em 
duas partes cujos volumes estão na razão de 4 para 15 (a parte menor é O 
cone). 


bg) ai 


er 


Inscreve-se um cone em um tronco de cone reto, de modo que a base do 
cone coincide com a base maior do tronco e O seu vériice e o centro da 
base menor do tronco. Se o volume do cone é a metade do tronco, calcule 
a relação entre os raios das bases do tronco (r, < 12). 


124) Um tetraedro regular da aresta a é inscrito em um tronco de cone reto de 
geratriz a, de modo que uma face do tetraedro é Inscrita na base menor do 
tronto. Calcule o volume do tronco, 


17.125) Em um tronco de cone reto as áreas gas bases são rem e fôncmíea 
” : . Zâ 2 k a 
área da seção meridiana é Ee cr”. Calcule a altura do cilindro equilâtero 


que tem o mesmo volume desse tronco. 


17.126) Em um tronco de cone reto é cavado um furo cilíndrico com o mesmo eixo 
do tronco, cujo diametro é igual ao da base menor do tronco Se a altura 
do lronco é igual a três vezes O raio da base menor e a geralriz é igual a 
cinco vezes esse raio, calcule o volume do sólido resultante. 


+7,127) Um tronco de cone reto tem raios das bases r e 2r e altura 4r. A que 
distância da base maior deve ser tomado um ponto Y, sobre o eixo do 
tronco, de modo que tenham mesmo volume os dois cones de vertice V e 
bases nas bases do tronco? 


17.128) No problema anterior, qual é o volume do sólido obtido retirando-se do 
tronco os dois cones? 


17.128) Dado um tronco de pirâmide lriangular regular, circunscreve-se a ele um 


tronço de cone cujas bases são os circulos circunscritos às bases do 
tronco de piramide, Qual e a razão entre os volumes dos dois troncos? 
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17.130) Dado um tronco de pirâmide triangular regular inscreve-se nete um tronco 
de cone cujas bases são os circulos inscritos nas bases do tronco de 
pirâmide. Qual é a razão entre os volumes dos dois troncos” 


17.131) Dado um tronco de pirâmide tnangular regular, toma-se um ironçco de cone 
cuja base maigr é o circulo circunsento à base maior do tronco de pirâmida 
cuja base menor & o circulo inscrito na base menor do tronco de pirâmide. 
Se vY é o volume do tronco de pirâmide, caltule à volume do tronco de 
cone. Sabe-se que a aresta da base maior do tronco de pirâmide é o dobro 
da aresta da base menor. 


17 132) Dado um tronco de cone reto, toma-se um prisma triangular regular cuja 
base inferior € inscrita na base maior do tronco e cuja base superior é 
circunserila à base menor do tronco. Se Y & o volume do prisma, calcule o 
volume do tronco. 


17.133) Em um tronco de cone de altura a, à base maior é um circulo circunscrito a 
um quadrado de lado a e a base menor é um cireulo insérito em um 
triângulo equilátero de lado a. Calcule o volume do tronco. 


17.139) O raio da base de um cone é 18 cm. Calcule a área da seção paralela à 
base, que divide a altura na razão 2: 3 (considere dois casos). 


17.135) Um vaso cônico de altura 16 cm e o raio da base 12 cm contêm uma 
ANE 1 á 
quantidade de liquido igual a 3 do seu volume. Determine o nivel do 


liquido (isto é, a distância do vértice do cone à superficie do liquido). 


17.135) Dois planos paralelos à base de um cone de volume V dividem a altura em 
três partes iguais. Calcule o volume da parte do meio. 


17137) Um plano paralelo à base de um cone divide a altura na razão 1: 2. Em 
que razão fica dividido o volume”? (Considere dois casos). 


17.138) Os ralos das bases de um lronco de cone são 4 cm e 10 em Dois planos 
paralelos às bases dividem a altura do tronco em três partes iguais. Em 
que proporção fica dividido o volume do tronco? 


17.139) Dados os raios das bases R er (r< R). determine a razão entre os 
volumes do tronco de cone e do correspondente cone não truncado. 


17.140) Em que razão fica dividido o volume de um lronco de cone por um plano 
paralelo à base, que divide a altura ac meio? Admita que o raio da base 
maior & o triplo do da menor. 


17.141) Dois planos paralelos à base de um cone dividem a área lateral em três 
partes Iguais. Em que proporção fica dividido o volume? 


17.142) tim trânguio retangulo ABC, de hipotenusa Re, gira em torno do cateto 
BG. Calcule: 
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a) o comprimento da circunferência gerada pelo ponto A; 
b) a área da superficie gerada pelo lado AB. 
c) a área da superficie gerada pelo lado AC; 
d) o volume do sólido gerado pelo triângulo. 


17.143) O trapézio ABCD da figura, para o qual 
AB=A=aecCD=2Za, gira em torno de um 
exo do seu plano. que passa por C e é 
paralelo ao lado AD. Calcule: 
a) a área da superficie gerada pelos lados do 
trapézio. 
b) o volume do sólido gerado pelo trapézio. 


17.144) Um triângulo equilátero ABC de lado a gira em torno de um eixo que passa 
A e é perpendicular ao lado AB. Calcule: 
a) a área da superficie gerada pela altura AR, 
b) a área da superficie gerada pelo lado AC; 
c) o volume do sólido gerado pelo triângulo. 


17.145) Um losango ABCD de lado a e ângulo agudo de 60º (AO é a diagonal 
maior) gira em torno de um eixo do seu plano, que passa pelo ponto € e é 
perpendicular a diagonal AG. Calcule: 

a) a área da superficie gerada pelos lados do losango; 
b) o volume do sólido gerado pelo losango 


17.146) Um trapézio isósceles de bases a e 3a e aitura a gira em torno de um eixo 
do seu plano, que passa por uma extremidade da base maior e é 
perpendicular às bases Calcule: 


a) a área da superficie gerada pelos lados do trapézio; 
b) o volume do sólido gerado pelo trápezio. 


17.147) Um triângulo de lados AB = 26 cm, AC = 28 cm e BC = 30 cm gira em 
torno do lado AC Calcule 
a) a area da superficie gerada pelos lados; 
b) o volume do sólido gerado pelo triângulo. 


17.148) Um triângulo retângulo de hipotenusa 2a e ângulo de 30º gira em torno de 
um eixo que passa por um vértice do ângulo reto e é paralelo à 
hipotenusa. Determine: 


a) a área da superficie gerada pelos lados do triângulo; 
b) o volume do sólido gerado pelo triângulo. 


17.149) Calcule o volume e a área total do sólido gerado pela rotação de um 
hexágono regular de lado a, em torno da sua maior diagonal. 
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17.150) Um triângulo equilátero de lado a gira em torno de um eixo paralelo a um 
de seus lados e à distancia a dele Calcule (considerando dois casos): 


a) a área da superficie gerada pelos lados do triângulo; 
b) o volume do sólido gerado pelo triângulo. 


A 
cs 


17.151) Um hexágono regular de lado a gira em torno de um de seus lados. 
Calcule: 


a) a área da superficie gerada pelos lados, 
b) o volume do sólido gerado. 


17.152) Um losango de lado a e ângulo de 60º gira em torno de um eixo que passa 
pelo vértice de um ângulo agudo e é perpendicular a um lado. Calcule: 
a) a área da superficie gerada pelos lados; 
b) o volume do sólido gerado. 


17.153) Um trapézio isósceles, de bases 9 cm e 15 cm e lado 5 cm, gira em torno 
de um eixo do seu plano, que passa por uma extremidade da base maior e 
é perpendicular a ela. Calcule: 


a) a área da superficie gerada pelos lados; 
b) o volume do sólido gerado 


17 154) Calcule o volume do sólido gerado pela rotação de um triângulo ABC de 
lados AB = 10 cm, AC = BC = 13 cm em torno de lado AC. 


17.155) Um triângulo ABC gira em torno do lado AB. Sendo S a área do triângulo e 
£ o comprimento da circunferência gerada pelo vértice C€, calcule o volume 
do sólido gerado. 


17 156) Determine o volume do sólido gerado pela rotação de um trapézio 
isósceles em torno de sua base menor, sendo as bases 5 cm e 21 cmeo 
lado 17 cm. 


17.157) Um triângulo ABC, de área S, gira em torno do lado BC, sendo BC = a. 
Calcule o volume do sólido gerado. 


17.158) Um trapézio isósceles, com ângulo agudo de 60º e lado lateral de 6 cm, 
tem a diagonal perpendicular ao lado lateral. Calcule o volume do sólido 
gerado pela rotação desse trapézio em torno de lado lateral. 
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Capítulo 


1 e! Esfera 


18.1 — ESFERA E SUPERFÍCIE ESFÉRICA 


No item 9.6 vimos definidas as noções de esfera e 
superficie esférica, que recordamos aqui. 


Sejam dados um ponto O e uma medida r. O conjunto 
de todos os pontos do espaço cuja distância a O é menor ou 
igual a r chama-se esfera de centro Oe raio r. 


Chama-se superfície esférica o conjunto dos pontos da esfera cuja 
distância ao centro O é igual a r. 


18.2 - SEÇÃO PLANA DE UMA ESFERA. PÓLOS 


Consideremos um plano q cuja distância ao centro O da esfera seja menor 
do que o raio r. A interseção desse plano com a esfera é um círculo de centro €. 


Determinemos a relação entre os raios da esfera e desse circulo. Sejam p 0 
raio do circulo e d a distância do plano do circulo ao centro da esfera. Conforme se 
vê na figura, pode-se escrever 


OA? = OC? + CA 
isto é: 
p — d? + p 2 
portanto: 


p= 2 —-g? 


Os pontos P e P' que a reta OC determina na superficie esférica são 


denominados pólos. As distâncias dos pólos ao ponto A chamam-se distâncias 
polares. Podemos indicá-las assim: 


348 


PA=p PA=p' 


Observemos a figura. O triângulo PAP' é retângulo 


em A, sendo que podemos aplicar nele a conhecida 
relação métrica. 


> 


PA? =PP'-PC 
Mas PA=p,PP'=2Zre PC=r-d, donde 
pf=2r(r-d) 
isto é: 
p=JZrir-—d) 


Analogamente, encontraremos 


18.3 - VOLUME DA ESFERA 


O volume de uma esfera de raio r é dado pela expressão 


v=2a? 
3 


Este resultado pode ser obtido pela aplicação do principio de Cavalieri (veja 
o item 13.5). Para Isto, Imaginemos um cilindro equilátero cujo raio da base seja r, 
igual ao raio da esfera. Seja V o centro do cilindro, isto é, o ponto médio 


do seu eixo Podemos considerar dois cones, com vértice nesse ponto V e tendo 
como bases as bases do cilindro. Suponhamos que estes dois cones são retirados 
do cilindro e vamos tomar o sólido que resulta, ou seja, a parte do cilindro situada 
fora dos dois cones. Este sólidos será denominado sólido auxiliar (em verdade, 
seu nome clássico é anticlepsidra). 
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mesma área 


e 


Vamos imaginar que a esfera tangencia os dois planos das bases do 
cilindro. Um plano paralelo a estes, situado a uma distância d (d < r) do centro da 
esfera, intercepta o sólido ao auxiliar segundo uma coroa circular e a esfera, 
segundo um circulo. As circunferências que limitam a coroa circular têm raios d e r, 


logo a área da coroa é 
Scoroa = nº — nd? 
A área do circulo determinado na esfera é 
Seireuio  -Rjf 
Mas, como vimos no item 18.2, tem-se p? = P — d?. Assim, 
Scirculo 3 1 (? — a?) = 1? -— nd? 


Nota-se, então, que Scoroa = Scireuio . Pelo princípio de Cavalieri, isto acarreta que O 


volume da esfera é igual ao volume do sólido auxiliar. 


Podemos então, calcular este volume tomando o volume do cilindro, menos 


duas vezes o volume de um dos cones retirado. Temos. 
Veindro = Soh = (nr) h = (na?) 2r = mr 
2 


174 Rr 
Vearaa a q tur = 3 
Então, para o volume da esfera obtemos 
2nrà 4nr) 
V = Vailindro — 2Vcone = 217º = Ss 
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Exercicio Resolvida 


18.1) Duas esferas concêntricas (isto é, de mesmo centro) 
têm raios rer + h, como ilustrado ao lado. 
a) Calcule o volume da esfera interna. 
b) Calcule o volume da esfera externa 
c) Chamemos de concha esférica a parte da esfera 
externa que está fora da esfera interna (é o sólido 


limitado pelas duas superficie esféricas). Calcule o 
seu volume. 


Solução 
a) Seja V; o volume da esfera interna Temos 


ds 
VM =—ar 
Ss 28 


b) Seja V; O volume da esfera externa. Temos 
Vo = Ga m(r + hj = Sa? +3rh+ 3h? +hº) 
Do] 
c) O volume da concha esférica é dado por 


VM = Su(ar?h + am? +h3) 


ou seja, 
v = 5 (ar? +3rh+h2) 


18.4 — ÁREA DA SUPERFÍCIE ESFÉRICA 


A determinação de fórmulas para a área lateral de um cone reto, ou de um 
cilindro reto, é um problema relativamente simples Já o calculo da área de uma 
superfície esférica representa um desafio maior, pois não é possivel “desenrolar” 
uma superficie esférica, transformando-a em uma figura plana, como no caso do 
cone ou do cilindro. Examinando o exercicio resolvido 18 1, podemos obter um 
caminho para chegar à fórmula desejada. Embora o metodo que usaremos esteja 
apoiado numa superficie de “conceito de limite” ele é aceitável, dentro de um nivel 
intuitivo. 

Seja S a área da superficie esférica de raio r (a interna, no exercicio 18.1). 
Parece fácil de se aceitar, intuitivamente, que o produto S - h é uma boa 
aproximação para o volume V da concha esférica. Tal aproximação torna-se tanto 
melhor quanto menor fica a espessura h da concha. Em outras palavras, O 


quociente E representa uma boa aproximação para a área S, desde que h seja 


; ai MY 
suficientemente pequeno. Assim, parece claro que, se h tende a zero, a razão = 


tende ao valor S da área da superficie esférica de raio r. Ora, como vimos, 
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a “E (ar? +3rh+ h2) 


donde 


F|< 


= = (ar? +3rh+h2) 


Assim, a área S é dada pela expressão que se obtém desta, supondo h = O: 
S= Sr +31-0+02) 


e então 


Outra maneira de se chegar a este resultado 
é aproveitar as observações feitas no item 178. 
Uma superficie esférica é a superfície de revolução 
gerada pela rotação de uma semicircunferência em 
torno de um eixo contendo seu diâmetro. A poligonal 
regular ABCDEFG, inscrita na semicircunferência, 
gera uma superfície de área 

Se = 2za (2r) = 4xar 


(O Índice 6 relaciona-se ao número de lados 
da poligonal.) É intuitivo que, aumentando-se 0 
número de lados da poligonal considerada, as 
superfícies de revolução passam a ter áreas cada 
vez mais próximas da área da superfície esférica. 
Ora, nestas circunstâncias, o apótema a tenderia ao 
valor do próprio raio r. Assim, a área da superficie 
esférica ficaria a 


S=4rr-r=4nr 


18.5 - FUSO ESFÉRICO 


Seja PP' um diâmetro de uma superfície esférica de 
raio r. Tomando-se dois semiplanos com origem na reta 


PP'. obtemos um diedro. A interseção do diedro com a 
superfície esférica recebe o nome de fuso esférico. 

Um fuso esférico é caracterizado pela medida do 
diedro correspondente. Utilizando esta medida em graus, é 
fácil notar que um fuso esférico correspondente ao diedro de 
90º abrange a quarta parte da superfície esférica; um diedro 
de 180º determina um fuso que é metade da superfície esférica. Por extensão, 
podemos considerar a superfície esférica toda como sendo um fuso cujo diedro 
mede 380º. 
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Para calcular a área de um fuso esférico, basta construir a “regra de três”: 


ângulo área 
x OS No = Siuso 
360º aar 


4 2 
donde se obtém |Sfuso = o (a em graus) 


Podemos exprimir esta área utilizando a medida do diedro em radianos. 
Neste caso, teremos a “regra de três”: 


angulo área 
x rad DT Stuso 
27x ad — o dar 


donde se obtém [Suco = 2r2 | (a em radianos). 


18.6 - CUNHA ESFÉRICA 


O diedro cuja aresta contém o diâmetro PÊ' da 
esfera de raio r intercepta a esfera segundo um sólido 
que se denomina cunha esférica Note que este sólido é 
limitado por dois semicirculos de raio r e pelo fuso 
esférico correspondente a esse mesmo diedro. Podemos 
calcular o volume da cunha como calculamos a área do 
fuso, isto é, construindo uma “regra de três”. Seu é a 
medida do diedro em graus, temos 


ângulo volume 
a? Veunha 
4nrê 
360º 
3 
Anrda 


donde (« em graus). 


Veunha = 380.3 


Se a é a medida do diedro em radianos, temos 


angulo volume 
94 rad O ED Veunha 
4arê 
2r rad 
3 
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2rºa : 
donde | Veunha = E (u em radianos) 


18.7 — ZONA ESFÉRICA E CALOTA 


dovedscoesochacaa 
o] n 
“ . 
1 . 
“ , 
té = 
ri , 
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» “ 
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.. . 
a dd 
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A parte de uma superficie esférica compreendida entre dois planos paralelos 
é denominada zona esférica. A zona esférica pode ser considerada, também, 
como sendo a superficie de revolução gerada pela rotação de uma arco de 
circunferência em torno de um diâmetro coplanar com ele, e que não O corte À 
distância entre os dois planos que determinam a zona é a altura da zona. 


Até aqui estamos subentendendo que os 
dois planos realmente cortam a superficie 
esférica Se um dos planos corta e outro : 
tangencia a superficie esférica, obtemos uma Hi, 
zona esférica de uma só base, que é 
denominada calota. 


Podemos mostrar que a área de uma zona esférica pode ser obtida pela 


axpressão 
| S=2mh | 


de h é a altura da zona e r é o raio da superficie 
esférica. Para isto, basta considerar uma poligonal : 
regular inscrita no arco que gera a zona. Como 
vimos no item 17.8, a poligonal gera uma superficie 
de área igual a 


Ss = 2nah 


(O indice 4 refere-se ao caso da figura ao tado, onde 
a poligonal tem quatro segmentos ) Se o número de 
lados da poligonal aumenta, a área obtida tende à 
àrea da zona. É claro que o apótema a tende a ficar 
igual ao raio r. Assim, a área da zona é 
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S = 2xrh 


Esta expressão vale, também, para a calota. 

E interessante notar que a superficie esférica toda pode ser considerada 
como sendo uma zona, de altura h = 2r. Teriamos de volta a expressão da area da 
superficie esférica: S = 4ar. 


18.8 —- SETOR ESFÉRICO 


Imaginemos um setor circular contido em um circulo de raio r e um eixo de 
rotação que contêm um diâmetro desse circulo, mas não corta o arco do setor, 


esse tOa aa, 
“a, 
na . 


a 
“ea, . 
Ei a aço + du 


., 
. 
“oa . 
. - 
*ooqnacann? 


exceto eventualmente em uma extremidade. O sólido gerado pela rotação desse 
setor circular em torno desse eixo chama-se setor esférico. Note que a parte da 
superficie esférica que limita o setor esférico é uma zona (ou, eventualmente, uma 
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calota). Podemos mostrar que o volume de uma setor esférico pode ser obtido 
pela expressão 


V= E nrêh 


onde r é o raio do setor e h é a altura da zona esférica (ou da calota) que 
corresponde ao setor esférico. 

Para isto, basta considerar uma setor 
poligonal regular inscrito no setor circular ! 
considerado, lembrando em seguida as observações 
feitas no item 17.9. O setor poligonal gera um sólido 
de revolução cujo volume é dado por 


1 
Va = 3 “poligonal a 


apótema e Spoigona é a área da superficie de 
revolução gerada pela poligonal ABCD (o índice 3 
refere-se ao número de lados da poligonal). E 
intuitivo que, aumentando-se o número de lados 
dessa poligonal, ao mesmo tempo o apótema a 
tende ao valor do raio re a área S tende à área da Í 
zona esférica correspondente Assim, o volume do t 
setor esférico fica 


V= S (Bah) e = Ear? 


É interessante notar que a esfera toda pode ser considerada como sendo 
um setor esférico de altura h = 2r (gerado pela rotação do semicirculo em tomo de 
seu diâmetro). Teriamos de volta a expressão do volume da esfera: 


E e) A ia 
Mista (20) = mt 


- 


..9 — ANEL ESFÉRICO 


O arco “AB e a corda AB de uma circunferência limitam uma figura plana 
chamada segmento circular. Imaginemos um segmento circular contido em um 
circulo de raio r e um eixo de rotação que contém um diâmetro desse circulo, mas 
não corta o arco do segmento circular, exceto eventualmente em uma extremidade. 
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O sólido gerado pela rotação desse segmento circular em torno desse eixo 
chama-se anel esférico. Note que, externamente, o anel esférico é limitado por 
uma zona esférica e, internamente. pela superficie lateral de um tronco de cone, ou 
de um cilindro, ou de um cone mesmo, dependendo da posição da corda AB em 


relação ao eixo de rotação. 
Podemos mostrar que o volume de um anel esférico pode ser obtido pela 
expressão 


O volume do anel esférico é igual ao volume do setor 4 
esférico gerado pelo setor circular OAB menos o volume : 
do sólido de revolução gerado pelo triângulo OAB. 

O volume do setor esférico é, como vimos no item 
anterior, igual a 


3 


O sólido de revolução gerado pelo triângulo OAB tem io supe Pd 
volume igual a 


(como vimos no item 17.9). Por outro lado, a área gerada pela rotação do 
segmento AB é (conforme o item 17.8): SaB = 27 - (OH) h. 


Assim, Va = En(0H2h. 


Para o volume do anel esférico, temos: 


V=V,-Y, = Earên = E mOHPh= Entr? -“OH2.h 
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2 2 
Mas r? - (OH)? = (HB)? = Ea = — e assim 
N / 
2 
vet BEL p= gaBjih 
3 4 5 


Note que, no caso em que o segmento circular considerado abrange todo 0 
semicirculo, cujo diâmetro está contido no eixo de rotação, o anel esférico alcança 
toda a extensão da esfera. Neste caso, teriamos AB = 2re h = 2r, logo o volume da 
esfera fica 


v= Ino? = Lar? 
õ 3 


como já sabiamos. 


18.10 - SEGMENTO ESFÉRICOS 


A parte de uma esfera compreendida entre dois planos é um sólido 
denominado segmento esférico. Ele é limitado lateralmente por uma zona esférica 
e apresenta como bases circulos contidos em cada um dos planos. É claro que 0 
segmento esférico tem duas bases unicamente quando os dois planos cortam a 
esfera. Se um dos planos corta a esfera e o outro a tangencia, obtemos um 
segmento esférico de uma só base, que é limitado por uma calota esférica. 


5 
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Podemos mostrar que o volume de um segmento esférico pode ser obtido 
pela expressão 


V = rh(h? +38 + 288) 


onde r; e r2 são os raios das bases. 

Para isso, notemos, inicialmente, que o volume do segmento esférico é igual 
ao volume do ane! esférico gerado pelo segmento circular de corda AB, mais O 
volume do tronco de cone gerado pela rotação do trapézio ABOP (veja a figura a 
seguir). 


O volume do anel esférico. como vimos no item 18.9, 
é iguala V, = Su(AB)h O volume do tronco de cone (veja 
o exercício 17.19) é igual a 


Vo = Lar? + +$)h= : (212 + 2r7> + 212)h 


Mas (AB)? = (12 —-n)2 +h2 =13 —2n12 +12 +h? 


Assim, o volume do segmento esférico fica 


VM Vo = Ln(rê -2rr, +12 +h? + 2rÊ +2n1, +213)h= 


= 


a rh(h2 + 32 + 313) 


No caso de um segmento esférico de uma só base, basta considerar um 
dos raios igual a zero. Pondo, por exemplo, r; = O, temos 


V= hn? +32) 
É possível, entretanto, escrever esta fórmula em 
função do raio r da esfera. Basta notar que no triângulo 
LES retângulo ABC vale a conhecida relação métrica 
rê=h(2r-h)=2hr-h? 


então 


V=-ah(h? +6hr-3h2)= 


mh2(3r — h) 


Exercícios Resolvidos 


18.2) Determine o raio da esfera inscrita em um cubo de aresta a. 


359 


Solução 

Basta notar que o diâmetro da esfera é igual à aresta do cubo: 
2r=a 

donde 


18.3) Determine a aresta de um cubo inscrito em uma esfera de raio r. 
Solução 


Basta notar que a diagona! do cubo (segmento AB 
indicado na figura) é um diâmetro da esfera: 


AB = 2r 


Como vimos (item 13.3), a diagonal do cubo é dada 
por 


AB=Va2+9? +92 - 322 =ad3 
Assim, aJ3 = 2r, donde 


” 2/3 
3 


a 


18.4) Calcule a aresta de um octaedro regular inscrito em uma esfera de raio r. 
Solução 


Basta notar que o diâmetro da esfera é igual à diagonal do quadrado ABCD. 
Temos então 2r = a/2, logo a = 2. 
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185) Calcule o raio da esfera inscrita em um octaedro regular de aresta a. 


186) 


Solução 


A superficie esférica tangencia a face ABV do 
octaedro em um ponto P situado sobre a altura VM 
do A ABV. Assim, o raio CP é a altura do 4 VCM 
que pode ser visto na ilustração. De uma A 
conhecida relação métrica (veja Item 11.3) temos 

(CP) - (VM) = (CM) (CV) 


ou seja 
aJ3 .a Er 
on ir 
e dai resulta 
. avô 
oca v 


Determine o raio da esfera inscrita em um tetraedro axo, e 
regular de aresta a. faia. 

a M a. Ç 
Solução 2 


Seja O o centro da esfera inscrita As suas 
distâncias a cada face do tetraedro são iguais ao 
raio da esfera Como vimos no exercicio 14.81, a 
soma dessas quatro distâncias é igual à altura do 
tetraedro, logo 4r = h. Mas, do item 14.3, sabemos 


a/6 aJ6 als -) 
que ps logo Fu donde dae É ” 


importante observar, neste exercicio, que o raio da 
esfera inscrita no tetraedro regular é a quarta parte 
da altura 
(=— 
4 
Alêm disso, é fácil notar que à distância de O 
a um vértice do tetraedro é o raio R da 
esfera circunscrita, donde obtemos 
Rs 
4 
ou, se preferirmos colocá-lo em função da 
aresta: 
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18.7) 


18.8) 


18.9) 
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Determine o raio da esfera que tangencia as arestas de um tetraedro regular 
de aresta a. 


Solução 
As arestas AB e CD são tangenciadas pela esfera 
em seus pontos médios M e N. Observe que 
à AMO - à NGO 

donde tiramos 

MO AO 

GO NO 
Mas MO = NO ='s (raio da esfera tangente às 


arestas), GO = re AO = R (raios das esferas 
inscrita e circunscrita ao tetraedro). Assim, 


Sa donde s? = Rs 
rs 


e, finalmente, 

S= JR TF 
Numa esfera de raio r está inscrito um tronco de cone cujas bases têm raios 
rn e r2 Determine a altura do tronco. (Suponha que o centro da esfera está 
no interior do tronco ) 


Solução 


As distâncias do centro da esfera a cada um dos planos das bases do tronco 
são dadas por OA = Jr? -r? e OB= Vê -r13 e como h = OA + OB, 


obteremos h = Jr? =8É + yr? - r$ 


Um tronco de cone reto de bases paralelas tem raios das bases r; e 12. Qual 
deve ser a altura do tronco, para que seja possivel inscrever nele uma 
esfera? 


Solução 


Observe que a geratriz do tronco é igual a r, + r;. Além disso, é fácil 
perceber que 4 POQ é retângulo em O. Assim, se r é o raio da esfera 
inscrita, temos 

P = [ils 


ou seja 
[= Vira 
Como a altura do tronco é h = 2r, resulta que 


His 2a 


Exercícios Propostos 


18.10) Uma esfera tem 1,5 m de raio. Calcule: 
a) o seu volume (V); 
b) a área da sua superficie (S), 
c) o raio da seção da esfera por um plano situado a 1 m do centro; 
d) as distâncias polares correspondentes a essa seção 


18.11) Uma esfera tem volume igual a 367 cm”. Calcule: 
a) o seu raio (1); 
b) a área de sua superficie (S). 


18.12)A seção de uma esfera por um plano situado a 3 cm do centro tem área 
igual a 16r cm?. Determine o volume da esfera. 


18.13) A seção de uma esfera por um plano que passa pelo centro tem área igual a 
12x cm?. Determine: 
a) o raio da esfera (r); 
b) o volume da esfera (V); 
c) a área da superfície esférica (S). 


18.14) Numa esfera de raio igual a 6 cm, a que distância do centro deve ser 


tomada uma seção plana cuja área seja igual à metade da área da seção 
plana que contém o centro da esfera? 


18.15) Numa esfera de volume igual a nt cm* toma-se uma seção plana cuja 


area é igual a 247 ecm?. Qual é a distância dessa seção ao centro da esfera? 


18.16) Determine o volume de uma esfera inscrita num cubo 
de aresta a. 
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18.17) Considere uma esfera inscrita em um cilindro equilátero. 


RR 
Determine a razão entre a área da superficie esférica e a PAS 


área lateral do cilindro 


18.18) Um cone equilátero está inscrito em uma esfera. 
Determine a razão entre os volumes desses dois 
sólidos. 


4 


18.19) Um cubo está inscrito em uma esfera de raio r. DO A 
Determine a razão entre os volumes desses dois 
sólidos. 


18.20) Considere um cilindro equilátero inscrito numa esfera me 


de raio r. Determine a razão entre os volumes desses 
dois sólidos. 


18.21) Uma esfera está inscrita em um cone equilátero. 
Determine a razão entre os volumes desses dois 
sólidos. A 


18.22) Sejam duas esferas das quais tem área igual ao dobro da área da outra. 
Determine a razão entre os seus volumes. 


18.23) Sejam duas esferas das quais uma tem o volume igual ao dobro do volume 
da outra. Determine a razão entre as área das duas superfícies esféricas. 


18.24) Os centros de três esferas que se tangenciam duas a duas, externamente 


(como a figura indica), formam um triângulo de lados 3, 4 e 5. Determine a 
soma dos volumes das três esferas. 
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18.25) Duas seções paralelas de uma esfera de raio 10 cm têm raios iguais a 6 cm 
e 8 cm. Calcule a distância entre os planos das duas seções. 


18 26) A distância entre os centros de duas superfícies esféricas é 9 cm e seus 
raios são 7 cm e 8 cm. Calcule o raio da circunferência segundo a qual elas 
se cortam. 


18.27)A area do circulo máximo de uma esfera (aquele que contém o centro) é 
2257 cm” e a área de uma seção paralela a ele é 144x cm?. Calcule a 
distância desta seção ao centro da esfera. 


18.28) Dois planos paralelos dividem o diâmetro de uma esfera na proporção 1:2: 
3. Em que proporção fica dividida a área da superficie esférica”? 


18.29) Conduz-se um plano pela extremidade de um raio de uma esfera de raio r, 
formando com ele 30º. Calcule a área da seção obtida. 


18.30) Por um ponto de uma superfície esférica de raio r, conduz-se um plano que 
forma 45º com o plano tangente nesse ponto. Calcule a área da seção que 
esse plano determina na esfera. 


18.31) Um plano tangente e um plano secante são conduzidos por um ponto de 
uma superficie esférica. Calcule o ângulo entre estes planos, sabendo que a 
área da seção é igual à quarta parte da área do circulo máximo. 


18.32)0 raio de uma esfera é 13 cm. A que distância do centro da esfera deve 
passar um plano secante, de modo que a seção obtida circunscreva um 
triângulo de lados 6 cm, 8 cm e 10 cm? 


18.33)A 18 cm do plano tangente a uma esfera de raio 25 cm passa um plano 
secante. Calcule o raio da seção. 


18.34) Uma superfície cônica toca uma esfera ao longo de uma circunferência de 
12 cm Se o raio da esfera é 13 cm, calcule a distância do vértice da 
superficie cônica ao centro da esfera. 


18.35) Uma superficie esférica tem como diâmetro a altura de um cone equilátero 


cujo o raio da base é 8 cm. Calcule o comprimento da linha de interseção do 
cone com a superfície esférica. 
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18.36) Duas superfícies esféricas de mesmo raio r são tais que o centro de cada 
uma pertence à outra. Calcule o comprimento da circunferência ao longo da 
qual elas se interceptam. 


18.37)A base e a altura de um hemisfério são a base e a altura de um cone reto 
inscrito nele. Um plano paralelo à base divide a altura ao meio. Sendo S a 
área da base do cone, calcule a área da coroa circular contida nesse plano 
limitada pela superficie esférica e pela superficie lateral no cone. 


18 38) Uma pirâmide regular tem como base um quadrado de lado a = 24 cm e 
altura h = 5 cm. Calcule o raio da esfera inscrita nessa pirâmide 


18 39) Uma pirâmide triangular regular tem aresta da base igual a 1 cm e altura 
2 cm. Calcule o raio da esfera inscrita. 


18 40) Uma pirâmide triangular regular tem aresta da base igual a 6 cm e altura 
3 cm. Calcule o raio da esfera circunscrita. 


18.41) A base de uma pirâmide é um triângulo equilátero de lado a. A aresta lateral 
VA é perpendicular ao plano da base e a face lateral VBC forma 60º com o 
plano da base. Calcule o raio da esfera inscrita 


18.42) Em uma esfera de raio r está inscrito um tetraedro regular. Calcule o volume 
do tetraedro. (Veja exercício 18 6). 


8 43) Calcule o volume da esfera e a área da superficie esférica circunscritas a 
um tetraedro regular de aresta a (Veja exercicio 18.6). 


3.44) Num tetraedro regular, inscreve-se uma esfera de raio r = 10 cm. Calcule o 
volume do tetraedro. (Veja os exercicios 18.6 e 14.1.) 


18.45) Um tetraedro regular tem aresta a. Determine o raio da esfera que tangencia 
as faces laterais do tetraedro nos pontos situados sobre os lados da base. 


18.46) Calcule a distância entre duas faces opostas de um octaedro regular da 
aresta a. (Veja o exercício 18.5.) 


18.47) Um cilindro está inscrito em uma esfera. A diagonal da 
seção meridiana do cilindro forma com seu eixo uma 


ângulo q = 60º Calcule a razão entre os volumes do 
cilindro e da esfera. 


18.48) Em uma esfera está inscrito um cilindro circular reto. Sejam V;, Re So 
volume, raio e a área da superficie da esfera. Sejam Vz, r e À o volume, 0 


raio da base e a área do cilindro. Sabendo que 2RA = rS, calcule bem 
2 
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18.49) Um cone reto, inscrito em uma esfera de raio r, apresenta um ângulo de 30º 
entre a geratriz e o eixo. Calcule o volume do cone. 


18 50) Em uma esfera de raio R está inscrito um cone de altura h. Calcule a área 
lateral do cone 


18.51) Uma esfera está inscrita em uma cone circular reto cuja a base tem raio R. A 
circunferência segundo a qual a esfera tangencia a superficie lateral do cone 
tem raio r Determine a área da superficie esférica. 


18 52) Em um cone circular reto está inscrita uma superficie esférica cuja área é 
igual à área da base do cone. À circunferência de contato entre a superfície 
esférica e a superficie lateral do cone divide esta ultima em duas partes 
Qual é a razão entre as áreas dessas duas partes”? 


18 53) Uma esfera de raio R está inscrita em um cone, cuja 
area lateral é igual a 2 da área da superficie esférica. 
Calcule a altura do cone. (Sugestão: adote como AD: 


variável auxiliar x = sen «, pondo os raios R, re a 
geratriz g em função de x) 


18.54) Em um tronco de cone de bases paralelas está inscrita uma esfera de raio 
R. A geratriz do tronco forma 60º com o plano da base maior. Calcule o 
volume do tronco. 


18.55) O diâmetro de uma superficie esférica de área S é igual à altura de um cone 
equilátero. Calcule a área total do cone 


18 56)0 diâmetro de uma superficie esférica de área S é igual ao diâmetro da 
base de um cone equilátero. Calcule a área lateral do cone. 


18.57)0 diâmetro de uma superficie esférica de área S é igual ao diâmetro da 


base de um cilindro reto, cuja altura é igual ao raio da base. Calcule a área 
total do cilindro. 


18.58)Sobre o plano tangente a uma superfície esférica, toma-se um ponto 
distante 18 cm do ponto de tangência e 8 cm da superficie esférica. Calcule 
a área da superfície esférica. 


18 59)Um cone equilatero e um hemisfério têm base comum. Se a área da 
superficie do hemisfério é S, calcule a área lateral do cone. (A superficie do 


hemisfério corresponde à metade da superficie esférica, acrescida do circulo 
da base.) 


18 60) No problema anterior, calcule o comprimento da circunferência segundo a 
qual a superfície lateral do cone corta o hemisfério. 
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18.61)A base de um segmento esférico tem diâmetro 10 cm e o arco da seção 
mendiana mede 120º Calcule a área da calota 


18.62) Em uma esfera de raio 25 em, toma-se um segmento esférico de raios das 
bases 20 cm e 24 cm. Calcule a area da zona esférica correspondente. 
(Considere os dois casos ) 


18.63) Determine a área de uma calota esférica de altura 30 cm e raio da base 
4o em. 


18 54) Um ponto luminoso situa-se à distância r de uma superficie esférica de ralo 
r Qual é a porcentagem da área da superficie esférica iluminada pelo 
ponto? 


18. 65)Em um circulo de raio r, toma-se um segmento circular cujo O arco mede 
90º Calcule a área total da superficie do sólido obtido quando esse 
segmento circular gira em torno do diâmetro perpendicular à sua corda 


18 66) Em um segmento circular de 120º e a área S gira em torno de sua altura 
Calçule a area total do sólido gerado. 


13.67) Qual deve ser q ângulo formado pela geratriz de um cone reto com 6 piano 
da base, de modo que a superficie esférica inscrita no cone fique dividida, 
pela circunferência ao longo da qual ela toca a superfície do cone, em duas 
calotas cujas areas estejam entre si na razão 1/3? 


3.68) Uma das bases de uma zona esférica de uma superficie esférica de ralo r é 
o circulo máximo. Sabendo que a área da zone esférica é Igual à soma das 
áreas das duas bases, determine a sua altura. 


15.69) Uma esfera de volume V tem raio igual ao raio da base de cilindro cuja 


pa 4 a iai 
altura é igual a q do raio da base. Calcule o volume do cilindro 


Li 


16.70) Com duas superfícis esféricas concêntricas, obtém-se uma concha esférica 
de espessura d (veja exercício 18.1). Qual deve ser a altura de um tronco de 
cone reto cujos raios das bases são iguais aos raios das duas Superficies 
esféricas, de modo que o volume do tronco seja igual ao da concha? 


18.71) Calcule a area de uma superficie esférica, que é numericamente igual ao 
volume da esfera correspondente. 


18.72) Um cilindro equilátero e uma esfera têm mesmo volume. Qual é a razão 
entre as áreas de suas superficies”? 


18.73) Um vaso cilindrico de diâmetro da base 12 cm e altura 72 cm tem água até a 
metade de sua altura. Quanto subirá o nível da agua se uma esfera de aço 
de 10 cm de diâmetro for colocada dentro da água do vaso? 


18,74) Determine o volume de um segmento esférico cuja a base tem 16 em de 
diâmetro, sabendo que a seção meridiana tem um arco de BO”. 


s6B 


18 75] Em uma esfera de raio 25 cm tomam-se duas seções paralelas, de raios 
20 cm e 24 em. Calcule o volume do segmento esférico Imitado pelas duas 
seções (considere dois casos). 


18. 76) Duas esferas de mesmo raio r são colocadas de modo que o centro de cada 
uma pertence à superficie da outra. Calcule o volume da parte comum. 


18.77)Um cubo estã inscrito em uma esfera de raio R. Determine o volume do 
menor segmento esférico determinado por um plano que contêm uma face 
do cubo 


18.78) Pelos pontos que dividem um diâmetro de uma esfera de raio R em quatro 
partes iguais, conduzem-se três planos paralelos entre si, perpendiculares 
ao diametro. Calcule os volumes dos segmentos esfericos em que a esfera 
fica separada pelús três planos. 


18.79) Uma esfera é inscrita em um cone equilátero de volume Y O plano que 
contem a circunferência de tangência separa a esfera em dois segmentos 
estéricos, Calcule seus volumes. 


18.80) Calcule o volume de uma esfera inscrita em um tronço de cone reto, cujas 
bases têm raios 90 cm e 2º cm. 


35% 


Exercícios Suplementares 


Com esta série de exercicios, faremos uma revisão geral dos capitulos anteriores. 


VI) 


VI.2) 


VL.3) 


VIA) 


VI.5) 


"YL.8) 


a) 


v1.8) 


VI.9) 


São dados os pontos À e EB, pertencentes a uma plano «q, e o ponto O 
pertence ao plano p de. Tomam-se por O uma plano y que contêm À e um 
plano à que contém B. os quais cortam « segundo retas paralelas entre si. 
Mostre que vm Bop 


São dados um plano «, uma reta r que fura « e um ponto O fora de re deu 
Construa por O uma rela paralela a à e concorrente com r. 


Prove que os segmentos que têm extremidades nos pontos médios de lados 
opostos de um quadrilátero reverso corta-se no seu plano médio 


Mostre que o perimelro de um quadrilátero convexo é mator do que a soma 
das duas diagonais. 


Mostre que o perimetro de um quadrilátero convexo é menor do que o dobro 
da soma das duas diagonais. 


Prove que. num triangulo ABC, os vértices Be € são equidistantes da rela 
contem a mediana relativa ao vertice À. 


Dá-se um triângulo ABC, retângulo em A. À bissetriz interna relaliva ao 
vertice B encontra o lado oposto em 5, Mostre que AS « 5€. 


Dado um Inângulo ABC, qual é à ponto P do ltda AE, pelo qual se pode 


passar uma reta paralela a BC, que encontra Al em um ponto Q tal que 
PO =CO” 


Pelo incentro | de um tnângulo ABC, conduz-se uma reta paralela ao lado 
BC que encontra AB em De AC em E Mostre que 


BD + CE = DE 


41.10) Dado um triângulo isósceles ABC de vârice A, por um ponto | De BÉ 


tomamos retas paralelas a AB E ÃO, obtemos os pontos E em AO e Fem 
AR. Mostre que o perimetro do quadrilátero AFDE é igual à Z2(AB). 


41.11) É dado um triângulo equilátero ABC, cujo lada tem medida a Por um ponto 


Ô do seu interior, traça-se uma paralela a AR, encontrando À em E uma 
paralela a BO, encontrando B' em AÉ e uma paralela e AC, encontrando O 
em AB. Calcule AQ + QB + OG 


41.12) Sendo « a medida em graus do angulo À de um triângulo ABC e [ o incentro, 
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calcule a medida do angulo BiC. 


V1 13) Sendo 8 e y (3 > 7) as medidas dos ângulos B Be C de um triângulo ABC, 
determine a medida do ângulo entre a altura AH e a bissetriz interna AS. 


V1 14) Mostre que a soma das medidas dos ângulos externos de um polígono 
convexo de n lados é igual a 360º. 


V1.15) Qual é o poligono convexo cuja soma das medidas dos ângulos internos é 
igual a dos externos”? 


V1 16) São dados a reta re o plano «, obliquos. Fora de r e de «, toma-se o ponto 
A. Construa por A uma reta paralela a « e que forme ângulo reto com r. 


V1.17) Considere uma pirâmide triangular VABC cuja a aresta lateral VA é 
perpendicular ao plano da base ABC. Mostre que a reta determinada pelos 
ortocentros dos triângulos ABC e VBC é perpendicular ao plano da face 
lateral VBC. 


VI 18) Seja uma pirâmide triangular VABC, cujas arestas laterais VA, VB e VÊ 
determinam um triedro tri-retângulo. Mostre que a projeção ortogonal do 
vértice V desse triedro sobre a base ABC é o ortocentro do 4 ABC. 


VI.19) As retas AB e CD são ortogonais. Prove que (BC)? — (BD)? = (AC) — (ADJ 
V1.20) Dados dois triângulos ABC e ABD, retângulos em A, tais que AR A BD, 
mostre que AD L BC 


V1.21) Prove que as retas que contém duas arestas opostas de um pirâmide 
triangular regular são ortogonais. 


VI 22) Mostre que a diagonal de um cubo é ortogonal à diagonal de face que não a 
intercepta. 


V1.23) Pelo vértice A do ângulo reto de um triângulo retângulo ABC, toma-se uma 
reta AM perpendicular ao plano do triângulo. Construa uma reta por M, 
perpendicular a BC. 


V1.24) Mostre que a área de um trapézio é igual ao produto da medida de um lado 
lateral pela distância dele ao ponto médio do lado oposto. 


C D 
V1.25) O A ABC é retângulo em A e AB =4,AC=30 E, 
A ABD é isósceles de base AB e tem a mesma 
área do A ABC. Calcule a área do ABE. 
A B 
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VI 26) Calcule a razão entre os raios das circunferências circunscritas e inscrita em 
um triângulo de lado 7 cm, Bcme 9 cm. 


VI 27) Um trapézio isósceles com ângulo agudo a é circunscrito a uma 
circunferência de raio r. Calcule a área do trapézio. 


D C 


E] 
V1.28) Calcule o perimetro do trapézio retângulo da 
figura, sendo AC = d. 
x 30 ã 
V1.29) A altura de um triângulo isósceles é 13 cm e a altura relativa ao lado lateral 
é 10 cm. Calcule a área do triângulo. 


V1.30) Em um quadrado de lado a, inscreve-se um outro quadrado, de modo que 0 
ângulo entre os lados desses quadrados tenha medida a Qual é a razão 


entre as áreas dos dois quadrados? A 


VI 31) Calcule a área do quadrado assinalado, sabendo que /N 
BC=14cmetgas= > 


B C 


V1.32) A bissetriz do ângulo reto de um triângulo retângulo divide a hipotenusa em 
segmentos de medidas 5 cm e 12 cm Calcule a área do triângulo. 


VI 33) O ponto D divide o lado BC do triângulo equilátero ABC em segmentos de 
medidas BD = 4 cme DC = 2 cm Calcule AD. 


V1.34) Dois tados de um triângulo de área 6 cm? medem 3 cm e 5 cm. Calcule a 
medida do terceiro lado. 


V1.35) Dois lados de um triângulo medem a e b e a circunferência circunscrita tem 
raio R. Calcule a altura relativa ao terceiro lado. 


V1.36) Calcule as medidas dos lados da base de um paralelepipedo reto-retângulo 
de altura 3/6 cm, sabendo que a diagonal do paralelepípedo forma 30º com 


o plano da base e que a diagonal de uma face lateral forma 60º com esse 
plano. 


V1.37) A aresta da base de um prisma quadrangular regular mede a e a diagonal 
do prisma forma 45º com o plano da base. Calcule a área da seção que 
contém a diagonal do prisma e os pontos médios de duas arestas laterais 
opostas. 


V1.38) Em um prisma triangular regular, o segmento com extremidades no vértice 
de uma base e no ponto médio da aresta oposta da outra base tem medida 
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d e forma ângulo de medida « com o plano da base. Calcule o volume desse 
prisma. 


1 39) Um prisma triangular requiar tem aresta da base à Um plano que contém a 
aresta da base e O ponto médio da aresta lateral oposta determina um seção 


2 
; E a 
cuja area é igual a 2" Calcule a altura do prisma 


vLd4O) Um planó, que contém a aresta da base de um prisma triangular regular, 
forma um ângulo de medida « com o plano da base e determina uma seção 
triangular cujo perimetro & igual ao dobro do perimetro da base do prisma, 
Caleule cos q. 


41.41) À base de um prisma triangular reto é um triângulo isósceles, com ângulo de 
120º. Pela base desse triângulo, toma-se um plano que determina uma 
seção em forma de trêngulo retângulo. Se q é a medida do ângulo formado 
por esse plano com o plano da base, calcule cos +. 


41 42) Um pirâmide quadrangular regular apresenta faces laterais com ângulo do 
vérice de medida «. Calcule cos 5, onde 5 é o ângulo que a face lateral 
forma com o plano da base. 


VI 43) Resolva o exercicio anterior, para o caso de uma pirâmide triangular regular 

VI 44) Em uma pirâmide quadrangular regular, a aresta lateral forma ângulo « com 
o plano da base Calcule tg [, onde |! é a medida do ângulo que a façe 
lateral forma com o plano da base. 


41.45) Resolva O exercicio anterior, para o caso de uma pirâmide trangular regular. 


V1.46) Seja « a medida do ângulo agudo formado por duas alturas de um tetraedro 
regular. Calcule cos tu. 


1.47) Em uma pirâmide quadrangular regular, o ângulo entre duas arestas laterais 
opostas é u. Calcule cos p, sendo [3 o ângulo do vértice de uma face laterai. 


41 48) Em uma pirâmide triangular regular, a aresta lateral mede b e forma com a 


é 1 E 
aresta da base um ângulo wu tal cos u = 3º Calcule o volume da pirâmide. 


V1.49) A aresta lateral de um tronco de pirâmide quadrangular regular forma com a 
E 1 
aresta da base um ângulo « lal que cos q = = Sendo a e 7a as medidas 


das grestas das bases, calcule o volume do tronco. 
vYL50) À superficie lateral de um cilindro provém de um retângulo cuja diagonal 


mede d e forma angulo de medida « com lado. Calcule o raio da base do 
cilindro. 
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V1 51) Em um cilindro equilátero, toma-se um segmento com uma extremidade em 
cada circunferência das bases, de modo que os ralos por esses pontos 
formem 120º Seja « o ângulo que o segmento forma com o eixo do cilindro. 
Calcule tg wu. 


V1 52) Em um cilindro equilátero de raio 15 cm, toma-se um segmento com uma 
extremidade em cada circunferência das bases, distante 12 cm do eixo do 
cilindro Seja « o ângulo que esse segmento forma com o plano da base 
Calcule tg er. 


V1 53) Um plano, paralelo ao eixo de um cilindro reto, corta na circunterência da 
base um arco de medida q (e < 180º) O segmento que liga o centro de uma 
base ao ponto médio da corda correspondente ao arco « da outra base 
mede m e forma com o plano da base um ângulo de medida « Calcule a 
área da seção. 


V1,54) Um tnângulo equilátero é construído em um cilindro reto, de modo que um 
lado seja O diâmetro da base inferior e o vérice oposto esteja na 
circunferência da base superior. Sendo h a altura do cilindro, calcule o raio 
ga base. 


*4. 55) Um plano, paralelo ao eixo de um cilindro reto, à distancia d desse eixo, 
determina uma seção quadrada Essa plano corta na circunierência da base 
do arco de 120", Calcule a área da seção. 


56) À base de um prisma reto de altura h é um triângulo retângulo com um 
anquio agudo « e a aitura relaliva à hipotenusa igual a h. Calcule o volume 
do cilindro circunscrito a esse prisma. 


VI 57) Toma-se na circulo da base de um cilindro uma corda AB, correspondente a 
um arco de 90º Sendo € o centro da altura da base, oblém-se o Inángulo 
ABC, de área S, cujo plano forma 680º com o plano da base Calcule 0 raio 
da base do cilindro. 


V1,58) Um cilindro é circunscrito a um tetraedro regular. de modo que a base, do 
telraedro é inscrita na base do cilindro. Calcule a razão entre bs volumes 
dos dois solidos. 


V1599) Calcule o volume de um cilindro de raio da base «+, sabendo que o 
desenvolvimento da sua superficie lateral é um quadrado. 


VL80) Calcule o volume de um cilindro de allura 8 em, insecritôo em um prisma 
triangular reto cujas arestas da base medem 7 cm, Bcme Scm. 


V1,61) Um cone circular reto é circunscrito a um tetraedro regular. Calcule a razão 
entre os volumes dos dois sólidos. 


V1.62) O desenvolvimento da superficie lateral de um cone é um semicirculo de 
diâmetro 20 cm. Calcule o volume do cone. 
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VLB3) Calcule o volume de um cone reto cuja seção meridiana é um triângulo 
retângulo de área 5. 


41 64) Um tronco de cone reto tem raios das bases 2? cm e 3 cm e altura 4 em. 
Calcule a altura do cone equilatero que lem o mesmo volume desse ironco. 


VLBS) O triângulo ABC e isósceles de base AB. Os ângulos da base medem 30º e 
o lado lateral tem medida £?. Calcule o volume do sálido gerado pela rotação 


desse lriângulo em torno de um eixo que passa pelo vértice À e é paralelo 
ao lado BC. 


V1.66; À area lateral de um cone reto é igual a quatro vezes a área da base e à 
geratriz forma ângulo « com o plano da base. Calcule cos cr. 


4.67) A seção meridiana de um cone é um triângulo equilátero. Calcule a razão 
entre a área totate a area lateral. 


V1,68) Duas geratrizes de um cone reto e uma corda da circunferência da base 
formam um triângulo retângulo de area 5. O plana do trângulo forma 60º 
com o plano da base Calcule a altura do cone. 


41.88) Um cone reto de altura h tem como seção meridiana um triângulo. Calcule a 


área da seção determinada por um plano que contém o vériice do cone e 
forma 80º com à plano da base. 


VL.70) A seção meridiana de um cone reto é um triângulo retângulo Dê a medida 
em radianos do ângulo do setor que representa o desenvalvimento da 
superficie lateral desse cone. 


41.71) Um esfera tem raio r. Calcule as distâncias polares correspondentes a uma 
seção plana cuja área seja igual à metade da área do circulo máximo. 


V1.72) Um cilindro. inscrito em uma esfera de raio r, tem área lateral igual a 35 da 
área da superficie esférica. Determine o raio da base desse cilindro. 


41.73) Por um ponto de uma superficie esférica de raio r, conduz-se um plano que 


forma 60º com o plano tangente esse ponto. Calcule a area da seção que 
esse plano determina na esfera, 


VI 74) Uma pirâmide triangular regular tem aresta da base a e altura a. Calcule o 
raio da esfera circunscrita. 


VI 75) Em uma esfera de raio r estã inscrito um cilindro cuja área lateral é igual ao 
dobro da area do circulo máximo da esfera. Calcule o volume do cilindro. 


V1.76) Em uma esfera de raio r esta inscrito um cone reto cuja área lateral é igual a 


metade da área de um circulo que tem como raio a geratriz do cone. Calcule 
o volume do cone. 
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Vi.77) Sobre um plano tangente a uma superficie esférica, toma-se um ponto cuja 
distância à superficie esférica é a e ao ponto de tangência é Za Calcule o 
volume da esfera. 


41.78) Um cone reto está inscrito em uma esfera de raio r E a sua seção meridiana 
apresenta um ângulo do vértice de 45º Calcule o volume do cone 
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1) 


2) 


3) 


4) 


TESTES DE VESTIBULARES 


RETAS E PLANOS NO ESPAÇO 


(PUC-SP) A soma dos diedros de um triegdro estã compreendida entre: 
a) 3 retos e 6 retos d) 2 retos e 5 retos 

b)iretoe 2 retos ej 3 retos e 6 retos 

c) 2 retos e 6 retos 


(MACKENZIE-SP) Considere as afirmações: 
|| Se uma reta é paralela a dois planos, então estes planos são paralelos. 


1. Se dois planos são paralelos, toda reta de um é paraleia a uma reta do 
outro. 


IN, Se duas retas são reversas, então existe uma única perpendicular 
comum a elas. 


Então: 

a) todas são verdadeiras 

b) somente a Il é verdadeira 

c) somente a Ill é verdadeira 

dj somente a | é verdadeira 

2) somente Il e Ill são verdadeiras 


IMACKENZIE-SP) O triângulo MNP, retângulo em N, e o paralelogramo 
NPQR situam-se em planos distintos. Então a afirnação “MN e OR são 
segmentos ortogonais”: 


a) é sempre verdadeira 

b) não pode ser analisada por falta de dados 
c) é verdadeira somente se MN = QR 

d) nunca é verdadeira 

e) é verdadeira somente se MN = 20R 


(FM SANTA CASA-SP) Esta questão deve ser respondida de acordo com à 
seguinte codigo: 

a) se somente as proposições | e Il estiverem corretas 

b) se somente as proposições | e Il estiverem corretas 

c) se somente as proposições ll e Ill estiverem corretas 

dj se todas as proposições estiverem corretas 

e) se nenhuma proposição estiver correta 


| Se duas retas distintas não são paralelas, elas são concorrentes. 


Il Se uma reta é paralela à interseção de dois planos, ela é paralela à pelo 
menos um desses planós. 


IH. As interseções de um diedro com dois planos paralelos enire si e que 
interceptam a aresta, são ângulos congruentes. 


Edi 


5) 


6) 


8) 
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(U.F.BA) Seja O um ponto fora do plano o" 
« que contém o ângulo MNP SeRes 
são os pontos simétricos de O em 


relação a PN e MN, respectivamente, Pá. Vá 
conclui-se que: A a 
a) a reta RS é paralela a a / a Ed 

b) a reta RS é congruente em a, em N 
c)a reta RS intercepta a em Z, Z zN. 
d) as retas RS e PN são concorrentes em X, X=N 
e) as retas RS e MN são congruentes em Y, Y =. 


(U FBA) Na figura ao lado B Lx xl 
gbnr=reuna=t Sem eéuma 
reta qualquer de f3, então 

a)m/r 

b)m/t 

c)mla 

d) mia 

ejmlu 


(CESESP-SP) Seja r uma reta que é perpendicular a uma outra reta s 

contida em um plano P e seja O o ponto de interseção de r com s. Assinale, 

dentre as alternativas abaixo, aquela que é a verdadeira: 

a) Toda reta do plano P que passa por O é perpendicular à reta r 

b) r é perpendicular a todas as retas de P se e somente se existir uma outra 
reta s contida em P, diferente de s e passando por O. que seja 
perpendicular a r. 


c) r é perpendicular a todas as retas do plano que se somente se existir 
uma outra reta s' diferente e paralela a s, que seja também perpendicular 
ar 


d) Areta r sendo perpendicular a s contida em P, jamais estará inclusa em 
P. 


e) Uma tal reta r não existe. 


Nota nesta questão, o examinador utiliza o termo perpendiculares para 
indicar retas ortogonais ou perpendiculares, indiferentemente. 


(FM. SANTA CASA-SP) Esta questão deve ser respondida de acordo com o 
seguinte código: 

a) se somente as proposições | e |l estiverem corretas 

b) se somente as proposições | e Ill estiverem corretas 

c) se somente as proposições Il e Ill estiverem corretas 

d) se todas as proposições estiverem corretas 

e) se nenhuma proposição estiver correta 


8) 


10) 


11) 


12) 


| Dois ângulos não situados em um mesma plano e de lados paralelos: 
1º) têm sempre medidas iguais; 
2º) determinam planos paralelos 

Il. Se uma reta & paralela a um plano, todo plano conduzido pela reta e 
corando o primeiro dã uma interseção paralela à reta dada. 


HH De um ponto tomado no interior de um áânguio diedro. duas 
perpendiculares às faces formam um ângulo suplementar deste diegro. 


(F.C CHAGAS-SP) Sejam ra reta determinada pelos pontos Ae Bes a reta 
determinada pelas pontos Ce D ondero s=(Aje A está entre Ce D 
Sejam Xe Y, respectivamente, as projeções de Ce Dsobre a reta r. Então, 
necessariamente: 


ajÃ está entre Xe Y 

b) o triângulo BCD & retângulo 

Cc) ou X ou Y deve pertencer ao segmento AB 
dj aos trangulos àXC e àYD são congruentes 
ejris 


(FC CHAGAS-SP) Qual das afirmações é verdadeira? 
a) Se uma reta é paralela a dois planos, então esses planos são paralelos. 


b) Seas retas ae b são distintas e ambas paralelas a um plano «, então a 
& b são retas paralelas. 


c) No espaço seres são duas retas perpendiculares a uma reta t,. então r 
e s são paralelas 


qd) Se dois planos são paralelos, toda reta perpendicular a um deles & 
perpendicular ao outra. 


e) Três pontos distintos determinam um único plano. 


(FATEC-SP) Se o plano q é paralelo a duas retas, '4, ra, do plano |, então: 

a) q é paralelo a [2 

b) a projeção ortogonal de uma qualquer reta de n sobre A intercepta rm ou 
Fa 

co e p se interceptam segundo uma reta paralela a mn e nm, 
simultaneamente 

dj r, É paralela a — 

e) nda 


(PUC-SP) Assinale a afsmação verdadeira. 

a) Dois planos paralelos a uma reta são paralelos entre si. 

bj Dois planos perpendiculares a uma reta são perpendiculares entre si. 

c) Duas retas perpendiculares a um plano são paralelas entre si, 

d) Duas retas paralelas a um plano são paralelas entre sit. 

e) Dois planos perpendiculares a um terceiro são perpendiculares entre si. 
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13) 
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15) 


18) 


17) 
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(PUC-SP) Ser e s são retas reversas, então pode-se garantir que: 
a) todo plano que contém r também contém s 

b) existe um plano que contém r e é perpendicular a s 

Cc) existe um único plano que contém re s 

d) existe um plano que contêm re é perpendicularas 

e) toda reta que encontra r encontra 8 


(MOJISP) Das afirmação abaixo, apenas uma é verdadeira Assinale-a 
a) Dois planos são perpendiculares quando têm uma reta comum. 


b) Dois planos são perpendiculares quando um deles contém uma reta 
perpendicular ao outro, 


ce) Dois planos são perpendiculares quando toda reta de um é perpendicular 


ao outro. 

q) Dois ptanos são perpendiculares quando são perpendiculares a uma 
reta. 

e) Dois planos são perpendiculares quando têm um único ponto em 
COMUM, 


(MOJI-SP) Dadas as afirmações: 


l Se dois planos têm um ponto P comum, então eles têm uma reta em 
comum que passa por P. 


It. Dadas duas retas reversas, sempre existe reta que se apóia em ambas. 


Il. Uma reta é perpendicular a um plano quando ela é ortogonal aU 
perpendicular a todas as retas do plano. 


NY. Se duas retas não têm ponto em comum, então elas são 
necessariamente paralelas. 


a) Somente | Ill e IV estão corretas. dj) Somente IV é incorreta 
b) Somente | Ile IV estão corretas. e) Todas estão corretas 
c) Somente Il e IV estão corretas. 


(MOJI-SP) Dadas duas retas reversas re s, então necessariamente: 
a) existe plano paralelo a ambas 

b) existe um e um só plano paralelo a ambas 

c) existe um plano perpendicular a uma, que contém a outra 

d) todo plano perpendicular a uma encontra a outra em um ponto 

e) todo plano paralelo a uma encontra a outra em um ponto 


(MOJI-SP) As projeções ortogonais de um conjunto S de retas sobre um 
planó x são retas paralelas entre si, então as retas de 5 necessariamente: 


a) são paralelas entre si 

b) são paralelas ao plano x 

c) estão contidas em x 

d) estão contidas em um plano que forma 45º com o plano x 
e) estão contidas em planos paralelos 


18) 


19) 


20) 


21) 


dé) 


(FMUNPIAM-SP) Dados: um plano « e duas retas dislinlas re s tais quer Ls 
&s La, podemos afirmar que: 

ains=g 

dbjres são retas reversas 

cirits 

dj) re paralela ao 

e) é impossivel encontra as retas re s nestas condições 


(PF MU/FIAM-SP) Dadas afirmações abaixo: 
. Duas retas perpendiculares a um plano são paralelas entre si 
H Duas retas paralelas a um plano são paralelas entre si, 


IH, Se um plano o é perpendicular a reta r, então « é perpendicular a todo 
plano que contém r. 


a) todas são verdadeiras 
bile il são verdadeiras 
c) le HI são verdadeiras 
d) le Hi são falsas 
ejtodas são falsas 


[MACKENZIE-SP) Considere-se as afirmações abaixo, assinale a alternative 
correta, 


| Se uma reta é paralela a dois planos, então esses planos são paralelos. 
IH Dadas duas retas reversas, sempre existe retá que se apoia em ambas. 


MN Se um plano é perpendicular a dois planos secantes, então é 
perpendicular a interseção desses planos. 


a) Somente a afirmação | é verdadeira. 

b) Somente a afirmação || é verdadeira 

c) São verdadeiras as afirmações ll e Ill, apenas. 
d) Todas as afirmações são verdadeiras 

E) Nenhuma afirmação é verdadeira. 


(MACKENZIE-SP) Quando dois planos paralelos são interceptados por um 
terceiro plano, as inlarseções são retas. 

a) reversas 

b) paralelas 

ci concorrentes 

d) coincidentes 

e) faltam dados para responder 


(FUVEST-SP) São dados cinco pontos não coplanares À B CD E sabe- 
se que ABCD é um retângulo, AE | AB e AE | AD Pode-se concluir que 
são perpendiculares as retas: 
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23) 


24) 


25) 


26) 


27) 


a)JEA e EB d) EA e AC 
b) ECe CA eyaC e BE 
c) ER e BA 


(FATEC-SP) Um ponto P não pertence nem a reta a, nem à reta b aeb são 
reversas. 


a) Por P passa uma única reta que se apóia em a e h simuitaneamente. 
b) Por P nem sempre passa reta que se apóia em a e b simultaneamente. 
c) Por P passam infinitas retas que se apoiam em a e b simultaneamente. 
d) Por F passam duas retas que se apóiam em a e b simultaneamente. 
enda. 


(FATEC-SP) Três semi-retas, a, b, €, com mesma origem V, são não 
coplanares e tais que K (a, b)= 163º e x(b c)= 104º Sex=« (a c)< 180º 
então: 


a) 79º «x «103º 0) 59º «x< 93º 
b)x <9M ejnda. 
c)x<gaº 


(FATEC-SP) É falso que: 


a) por um ponto fora de uma reta passa pelo menos um plano 
perpendicular a essa reta 


b) se uma reta r é paralela a um plano a, então toda reta paralela a r e que 
passa por um ponto de « está contida em q 


c) as interseções de dois planos paralelos. com um terceiro plano distinto 
dos anteriores. determinam as retas paralelas 


d) dois planos secantes determinam quatro diedros 
e) uma das afirmações acima é falsa 


(FASP) Considere as afirmações: 


| Se as projeções ortogonais de duas retas sobre um plano são paralelas, 
então as retas são paralelas. 


JH. A projeção ortogonal de um ângulo sobre um plano pode ser um 
segmento de reta 


ll. A projeção ortogonal de um segmento cbliquo & congruente ao 
segmento. 


a, Somente | é verdadeira. 
b) le Illsão verdadeiras. 
c)ielisão falsas. 

d) le ill são verdadeiras. 


(FASP) Considere as afirmações: 


l. Se uma reta r é paralela a um plano, que não a contém, r é paralela à 
uma reta contida nesse plano. 


Il Se duas retas são ortogonais, então elas são perpendiculares. 


28) 


23) 


30) 


Hd. Seja um ponto P = r, pelo ponto P passam muitos planos 
perpendiculares à reta Fr 


Nº. Uma reta perpendicular a um plano é orogonal a qualquer rela desse 
plana 


à alternativa correta é: 
a) apenas | ci lhe IV 
b) Ile ll djle Il 


(UE LONDRINA-PR) São dadas as afirmações. 


. Se dois planos têm um ponto em comum, então eles têm uma reta 
comum que passa pelo ponto. 


IL Dados uma reta e um plano, é sempre possivel traçar no plano uma reta 
paralela à reta dada. 


HF Duas retas reversas e uma reta concorrente com as duas retas 
determinam dois planos. 


Pode-se afirmar que: 

aj] le Illsão verdadeiras d) apenas | e ll são verdadeiras 
bilile lil são falsas ej apenas le Ill são verdadeiras 
c) apenas | é verdadeira 


(PUC-SP) Dois planos || e y se cortam na reta r e são perpendiculares a um 
plano cr. 


Então: 

a) Rey são perpendiculares 

b) r é perpendicular a «x 

c)r é paralela a 

dj todo plano perpendicular a «4 encontra r 
2) existe uma reta paralela a x ear 


(MACKENZIE-SP) Considere as afirmações: 


|. Se dois planos são paralelos, toda reta paralela a um deles ou estã 
contida no outro, ou é paralela a esse oulro. 


Il. Duas retas perpendiculares a um mesmo plano são paralelas ou 
coincidentes. 


HI. Um plano perpendicular à uma reta de um culro plano é perpendicular a 
este último plano. 


Então: 

a) todas são verdadeiras 

b) somente à afirmação | é verdadeira 

Cc) somente a afirmação ll é verdadeira 

dj somente as afirmações ll e Ill são verdadeiras 
&) nenhuma afirmação é verdadeira 


Ea 


31) 


az) 


33) 


34) 
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(FATEC-SP) Assinale a afirmação correta. 


a) Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela a qualquer reta deste 
plano. 


Db) Se uma reta é paralela a um plano, ela é concorrente a uma reta deste 
planô. 


ci Dadas duas retas reversas, qualquer reta que encontra uma, encontra à 
outra, 


dj) Por qualquer ponto é possivel conduzir uma reta que ntercepta duas 
retas reversas dadas. 


e) nda. 


(FATEC-SP) Se re tsão duas retas reversas, então: 

E) existe um plano que contém, simultaneamente ret 

bjre paralela a t 

cj existe um ponto que pertence, simulianeamente, a ret 

d) existe uma única reta perpendicular simultaneamente, a ret 
ej ret são perpendiculares entre si. 


(UF PR) Dadas as afirmações abaixo. 

| Dois pontos determinam uma reta 

Il. Uma reta que tenha um ponto sobre um plano está contida nesse plano. 
[ll Três pontos são alinhados determinam um plano. 

NY. Uma reta r é perpendicular a um plano q se, e somente se, ela é 


perpendicular 2 uma reta de e que passe pelo ponto em que r intercepta 
(x. 


São verdadeiras: 


ajle ll die lv 
bile Iv esime lv 
cs llelil 


(CESESP-PE) Sejam r;, rz e ra três retas concorrentes no espaço a lrês 
dimensões. Suponha que as retas r, e r> são perpendiculares à área da. 
Assinale a alternativa que completa corretamente a sentença "fr, € ra são 
obrigatoriamente ...”: 


a) perpendiculares entre si 

b) pertencentes a um plano perpendicular a rs 
c) coincidentes 

d) paralelas 

8) coincidentes com rz 


35) 


37 


38) 


35) 


LUGARES GEÔOMETRICOS 


(UnB-DF) Sejam a, b e c três pontos não alinhados pertencentes a um plano 
P Léo lugar geomético dos pontos equidistantes de a, be c. Então: 

a) á uma reta pertencente a P 

b) L é uma circunferência à quala, be c pertencem 

c) IL é uma reta perpendiculara P 

d) nenhuma dessas 


(FESP) Por uma circunferência e um ponto fora do seu plano, passam: 
a) infinitas superfícies esféricas 

b) duas superficies esféricas 

c) três superficies esféricas 

d) quatro superfícies esféricas 

ejnda. 


(FATEC-SP) Os pontos A, B A + BE, de uma superficie esférica E estão 
diametralmente opostos, respectivamente, aos pontos A, B'. Então: 


aj os quatro pontos, À, B. A e B' não são, necessariamente, coplanares 
hn) o quadrilátero ABA B' & um quadrado 

c) 0 Ilnânguio AB'4' é retângulo 

dj) a projeção ortogonal de B' sobre O segmenta AM é o centro de E 
ejnda. 


(PUC-SP) O conjunto dos pontos que lêÊm mesma distância aos lados de um 
triângulo & uma reta que & perpendicular ao plano do triângulo e passa pelo 
ponto comum: 


a) às alturas do triângulo 

b) às medianas do lriângulo 

c) às bissetrizes do triângulo 

d) as medgiatrizes dos lados da tnángulo 
e) aos três lados do triângulo 


(UNESP) A distância entre os pontos À e B. distintos, é k O lugar 
geométrico dos pontos P do espaço, lais que a soma dos quadrados das 
distâncias dePa A edeP a Be Ke, =) 


a) um plano que passa por à e por B 

b) um plano normal à reta que passa por A e por B 

ci uma superficie esférica 

d) a reta que passa por Ã e por B 

e) duas retas paralelas à reta que passa por A e por É 
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40) 


41) 


42) 


45) 


46) 
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PRISMAS 


(FGV-SP) Um cubo tem 96 m” de área total. De quanto deve ser 
aumentada a sua aresta para que seu volume se torne igual a 216 m * 


a)2m b)3m c)im d)05m e)9m 


(CESGRANRIO) De um bloco cúbico de 
isopor de aresta 3a recoria-se o sólido em 
forma de "H" mostrado na figura. O 
volume do sólido é: 


ajara” 
b)21aº 
c) 18 a” 
da) 14 a 
eJ9a” 


(U C MG) Se um cubo tem 216 mº de volume, a sua diagonal, em m, mede: 
a) 243 b) 42 c) 642 d) 243 e) 6/3 


(U.F.ES) A diagonal de um paralelepipedo retângulo mede, 17 cm. À soma 
das três dimensões é 29 cm ea área de uma face é 72 cm”. O produto das 
três dimensões mede, em cm: 


a) 864 b) 1080 c) 1530 d) 1224 e) 2720 


(CEUB-DF) Calcular o volume de um paralelepípedo retângulo sabendo que 
a área total é 180 m?, a diagonal da base é 10 m e que a soma das arestas 
que concorrem em um mesmo vértice é 17 m. 


ajV=120m"  b)V=144m' cVv=169m'  aV=196m 


(U.C MG) Um certo sólido tem volume V cm” e altura 2 cm. Um outro sólido, 
semelhante ao primeiro, tem volume 8V em”; então, a altura deste sólido, em 
cm, é: 

a) 4 b) 6 c) 8 d) 10 e) 12 


(PUC-SP) No paralelepipedo reto-retângulo de dimensões a, beca 
diagonal BD' é dada pela fórmula: 


a) Va +b? +c? 
b) Va? -b? -c? 
c) Va? + b? -c? 


d) Va? -b2 + c2 
e) 22? + 2b2 + 20? 


47) 


48) 


49) 


50) 


(U FORTALEZA-CE) À figura ao lado representa um galpão com as medidas 
indicadas. O Volume total desse galpão é: 
a) 880 mº 

b) 920 mº 

c) 960 m* 

d) 1020 mº 


(UNIFICADO-RS) A figura representa um prisma 
reto de altura h e cuja base é um triângulo 
retângulo de medidas a be c coma >bea>c. 
Sendo M o ponto médio do segmento AD, o 
volume do solido convexo de vértices A, B.C, E, 
FeMé: 


a) À pigh d) do bch 
6 12 

b) 2 beh e) a abh 
4 6 
1 

c) — bch 
3 


(FATEC-SP) O comprimento da aresta do cubo ao 


lado representado é 4 cm e BM =BN=1cm.Sehé 
a altura do triângulo HMN, relativa ao lado MN, então: 


a) h= V123em 


b) h= /39 cm 

c) n= 222 cm 
2 

d) h= AO cm 

e) h= a em 


(FESP) Um paralelepipedo retângulo tem 142 cm? de superficie total e a 
soma dos comprimentos das arestas vale 60 cm. Considerando que seus 
lados estão em progressão aritmética, eles medem: 

a) 12,20, 28 

bj3; 6.7 

c)1,5,9 

d)4,6,8 

e)2,5,8 
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81) 


52) 


53) 


54) 


55) 
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UTA-SP) Se as dimensões, em centimetros, de um paralelepipedo relo- 
retangular são dadas pelas raizes da equação 


24% —- 28 +9x—-1=0 


então o comprimento da diagonal & igual a: 


e) — em 


tFATEC-SP) As medidas das arestas de um paralelepípedo retângulo 
1 
formam uma PG. Se a menor das aresta mede en e o volume de lal 


paralelepípedo é 64 em”, então a soma das áreas de suas faces é: 
a) 292 em” 
b) 298 em” 
c) 296 em? 
d) 294 em? 
e) 290 cm 


(PUC-SP) Com uma lata de tinta é possivel pintar 50 m? de parede. Para 
pintar as paredes de uma sala de E m de comprimento, 4 m de largura E 3m 
de altura, gasta-se uma lata e mais uma parte da segunda lata Qual a 
porcentagem de tinta que resta na segunda lata? 


a) 22% b) 30% Cc) 48% d) 58% e) 72% 


(F.M.ABC-SP) Sejam a, b, c as dimensões de um paraletepipedo retângulo: 
pa soma das dimensões, d a diagonal, k” a area total e V o volume. Temos: 


ajpt=dê+k d) V = pdk 
by dê=pê+ Kg É = dk 
CO a di 


(U.F.RS) Uma caixa tem 1 m de comprimento, 2 m de largura e 3 m de 
altura. Uma segunda caixa de mesma volume tem comprimento x metros do 
que ow da anterior, largura x metros maior do que a da anterior e altura x 
metros menor do que a da anterior, O valor de x É: 


a) 42 b) 43 c) 45 q) J8 e 47 


56) 


57) 


58) 


59) 


60) 


(CESESP-PE) Sabe-se que as medidas das arestas de um paralelepípedo 
retângulo são diretamente proporcionais à 2.2.3 e 4 e à soma dessas 
medidas é 18 m. Então o volume desse paralelepipedo é: 


a) 24 mº bj 96 mº c) 129 mº dy8o mé 2) 192 mº 


(CESESP-PE) Seja e um cubo de aresta a e volume s. Seja € um cubo cuja 
aresta tem comprimento igual a metade de a Assinale a alternativa que nos 
da o volume s' de e". 


sp (De 
b) s [4] s 
cs (5)s 
dis'=(Yajs 


PIRÂMIDES 


(MACKENZIE-SP) Uma pirâmide cuja base é um quadrado de lado Za tem q 
mesmo volume que um prisma cuja base é um quadrado de lado a. À razão 
entire as alturas da pirâmide e do prisma, nessa ardem, é: 


3 3 1 a 
a) — b) — Cc) — od) — E) 3 
15 5 1a ds ) 3a 
(UFPA) Uma pirâmide regular, cuja base é um quadrado de diagonal 
BJE em, e a altura igual à 5 do lado da base, tem àrea total igual a: 
aj 98 /3 em? 


b) 252 em? 
e) 288 em” 


d) 84 J3 cm? 
e) 252 cm” 


(FM. SANTA CASA-SP) Considere uma pirâmide regular de base quadrada 


cujo lado é Za. Sabendo-se que a area lateral é E da área lateral de um 


prisma reto de base e altura iguais às da pirâmide então a altura da pirâmide 
mede: 
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61) 


62) 


63) 


390 


(U.F UBERLÂNDIA-MG) A área lateral da pirâmide hexagonal regular, cuja 
altura é h= /33 cm e o lado hexagonal da base (6 = 2 cm, vale: 


a) 36 cm? b) 40 cm? c) 20 cm? d) 60 cm? e) 70 cm? 
(CESGRANRIO) Uma cesta de lixo (figura |) tem por faces laterais trapézios 
isósceles (figura Il) e por fundo um quadrado de 19 cm de lado (estamos 


desprezando a espessura do material de que é feita a cesta). A altura da 
cesta, em cm, é: 


A 25 cm 


30 em 


a) 30x E 
25 


by 9/11 
c) 7419 
d) 8/13 


e) 30 E 
25 


(UF. PR) Calculando a distância de um ponto do espaço ao plano de um 
triângulo equilatero de 6 unidades de comprimento de lado, sabendo que o 
ponto equidista 4 unidades dos vértices do triângulo, obtém-se: 


a) 6 unidades 
b) 5 unidades 
c) 4 unidades 
d) 3 unidades 
e) 2 unidades 


64) (UFES) A área lateral e a área total de uma pirâmide quadrangular regular 
cuja altura é 3 m e a aresta da base é à m, medem respectivamente: 


ay25mê e 144 m? 
b)64m” e 89 m? 
c) B0 mº e 105 m” 
dj80m? e 144 m” 
e)25mº e 64 m 


85) (PUC-RS) Se'“f é a medida da aresta de um tetraedro regular, então sua 


altura é 
a) 2 
3 
by A 
2 
E) 143 
E 
ay 28 
3 
E) 248 
| 


56) (UF RS) Uma pirâmide de altura É e area da base 27 é interceptada por um 
plano cuja distância ao vértice é 2? e que é paralelo ac plano da base OQ 
volume do tronco de pirâmide assim determinado é: 


a) dá b) 46 c) 48 d) 50 e) 52 


87) (UF. MG) A altura de uma pirâmide é 3 m e sua base é um quadrado de 
lado 3 m. O volume do tronco obtido pela seção por um plano paralelo à 
base, distante 1 m desta, é: 


Bos 


a 3 m dp 7 m 
by 2 mº sm 
3 
3 19 mê 
3 
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68) 


69) 


70) 


71) 
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(UC. MG) A área total de uma pirâmide regular, de altura 30 mm e base 
quadrada de lado 80 mm, mede, em mm: 

a) 44 000 

b) 56 000 

c) 60 000 

d) 65 000 

e) 14 400 


(FM. SANTA CASA-SP) Sejam dados um tetraedro regular e um ponto 
interno qualquer. Sejam x, y, ze t as distâncias desse ponto às quatro faces 
do tetraedro. Podemos então afirmar que. 


a) seu volume V = : S(x+y-z+t) (com S = área de uma face) 


b) suaalturah=x+y+z+t 
c) sua áreatotalA=hº(x+y-—t+ z) 
d) a área de uma face 


S= 


(9] 


(x+y)(x-t) +x 


e)nd.a 


(FM SANTOS-SP) Seja um tetraedro regular de aresta a e volume V. 
Então: 


a) 242 = 22º /3 
b) 5V-/3=2/3aº 
c)12V-2=2º/2 


d) 12/2V = 28º 
ejnda. 


(CESGRANRIO) Para fazer o telhado de uma casa de cartolina, um 
quadrado de centro O e lado 2t é recortado, como mostra a figura | Os 


lados AB = CD = EF = GH medem 4/3 . Montando o telhado (figura Il), sua 
altura h é: 


cá h ae G a 


72) 


73) 


74) 


ç 2€ 3€ = 
a) 5 b) E o dj (236 e) 


(CESGRANRIO) Considere uma pirâmide 
hexagonal regular de altura h e lado da base (, 


como mostrada na figura. Traça-se o 
segmento GD ligando o vértice D ao ponto G 
que divide a aresta VC ao meio. Se « é O 
ângulo agudo formado por GD e sua projeção 
na base da pirâmide, então tg u é: 


e) — 


(U.C. MG) Se a área de uma face da pirâmide pentagonal regular é 6 m? e 
seu apótema 4 cm, então o perimetro de sua base mede, em cm: 

a) 10 

Db) 15 

c) 20 

d) 25 

e) 30 


(OSEC-SP) São dados: um prisma 
quadrangular regular, cuja base ABCD é um 
quadrado, e uma pirâmide com base ABD e 
vértice |, situado sobre a aresta do prisma, 
sendo a aresta Al a quarta parte da aresta 
AE (ver figura). Se Y é o volume da pirâmide, 
então o volume do prisma será: 

a)6V 

b)12V 

c)18V 

d)24V 

e) 30 V 
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75) 


78) 


ff) 


78) 


79) 
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(FATEC-SP) Na figura ao lado, a base da pirâmide é um quadrado com lado 
de comprimento F, se BP = PC = AM= MD ea = 30º, então: 


a) MN = 2 
3 
b) lia É 
2 
ss /á 
c) RAN = 4 Nº 
4 
- iva 
dy MAM = -— 
2 
eginda 


(PUC-SP) Os triângulos equiláteros ABC e DEF possuem lado igual a 2 € 
estão em planos paralelos, cuja distância é 2. As retas AD, BE e CF são 
paralelas entre si O volume do tetraedro ACDE é: 
28 J2 6 3/2 J3 
a) —— bj) > e d) =— a e 
) 3 ) E j E ) 2 g 
(FASP) Uma pirâmide regular hexagonal lem área da base 1D0 mê e altura 


10 m. À que distância do vértice devemos seccioná-la de modo que a aíea 
da seção seja 75 mº? 


ho ao at 75 
a) AO m b) FEM e) FEM ad) J75m 


(FM SANTA CASA-SP) No telraedro 
representado na figura ao lado, tem-se 
ADLBD, ADLDC, 1 (BÃD) = 1 (CÃO). 
Então. pode-se concluir que: 

a) ED = DC 

BjaD= DE 

ciAB «BC 

dyAC=<BD 

e) AD < DB 


(MACKENZIE-SP) Duas pirâmides tem a mesma altura, 15 m. À primeira 
tem por base um quadrado de 9 m de lado e a segunda um hexágono 
regular de mesma área. À ârea da seção paralela à base, traçada a 10m de 
distância do vértice, na segunda pirâmide, vale: 


a) 36 b) 27 c) 54 d) 45 e, 1043 


80) 


81) 


82) 


83) 


84) 


(FATEC-SP) Todas as arestas do tetraedro ABCD, indicado ao lado, medem 
a. Se M é ponto médio de BC e N é o ponto médio de CD, então o volume 
do tetraedro AMCN é: 
3 
o Se 
32 


(UNESP) É dada uma pirâmide de altura H, H = 9 cm, e volume V, 
V = 108 cm”. Um plano paralelo à base dessa pirâmide corta-a 
determinando um tronco de pirâmide de altura h, h = 3 cm, O volume do 
tronco de pirâmide resultante é: 


a) 36 cm” b) 38 cm c) 54 cm? d) 72 em” e) 76 em” 


(U.F. RS) Uma barraca piramidal é sustentada por seis hastes metálicas de 
4 m de comprimento, cujas extremidades são o vértice da pirâmide e o seis 
vértices da base, respectivamente. A base é um poligono horizontal, 
inscritivel, cujos lados têm todos o mesmo comprimento, 2,4 m. A altura da 
barraca, em metros, é: 


a) 2,2 b) 2,5 CJ2;A d) 3,0 E) 3;2 


(CESGRANRIO) Num tetraedro regular VXYZ V 
de aresta 122 cm, M, N, Pe Q são os pontos 
médios das arestas VX, VY, YZ e XZ, 
respectivamente. A área do quadrilátero 
MNPQ é: 


a) 72 cm? 
b) 36 cm? 


c) 12 43 em? 
d) 12 42 cm? 
e) igual a área de uma face do tetraedro 


(U.F. PR) O volume de um tetraedro regular de altura 10 cm é: 
a) 125 42 em? d) 375 V2 em” 

b) 125 43 cm e) 375 43 em” 

c) 250 J3 cm? 
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85) 


85) 


57) 


28) 


B9) 


90) 


91) 
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(FM SANTOS-SP) Sejam um tetraecdro regular e um cubo de arestas 
iguais. Podemos dizer que a relação entre os volumes do telraedro e do 
cubo vale. 


1 4 
a SisÊs — ejnda. 
abs bd) 4 ia d) 12 ) 


(FUVEST-SP) O segmento AB é um diâmetro de um circunferência & Cc um 
ponto dela, distinto de A e oe B A reta VA V = A, é perpendicular ao plano 
da circunferência. O número de faces do tetraedro VABC que são triângulos 
retângulos é: 

ao b)j1 c)2 d) 3 a) À 


(PUC-SP) Q volume de um tronco de pirâmide de bases paralelas e altura h 
é dado por V= (8 +58'+ /8-59, onde Se S' são as áreas das bases. Se 


as bases de um tronco de pirâmide são quadrados de lados 3 e de sea 


altura é 5, então o seu volume é: 
17543 sa = 185 
a) = b) 73 c) J12 dj25+ 43 a 


POLIEDROS CONVEXOS 


(MACKENZIE-SP) Sabe-se que um poliedro convexo tem oito faces e que O 
número de vértices é maior que 6 e menor que 14, Então o número À de 
arestas é tal que: 


a)J14<AÃ<20 d)i3xÃs19 
b)tg<ã<20 eJi2<xAs<s20 
C)J1S<A<19D 


(Teorema de Euler: A+ 2=V+ Fi 


(CEUB-DF) O tetraexaedro é um sólido limitado por quatro faces 
triangulares e seis hexagonais. todas regulares. Calcular o número de faces 
e de vertices desse poliedro. 

asF=1iDev=8 QF=10e0V=16 

bJF=10eV=11 dF=10eV=18 


(CESESP-PE) Sabendo-se que num poliedro convexo o número de arestas 
e igual ao número de vértices somado com 12, assinale a alternativa que 
nos dá o número de faces deste poliedro: 


a) 12 b) 11 c) 14 dj13 2) 10 


(UF. UBERLÂNDIA-MG] O número de diagonais do icosaedro regular é 
igual a: 
a) 190 b) 40 c) 36 ad) 32 e) 102 


92) 


93) 


94) 


99) 


26) 


97) 


98) 


99 


[FATEC-SP) Um poliedro É convexo tem 3 faces com 4 lados, 2 faces com 3 
lados e 4 faces com 5 lados Se V é o número de vértices de P, então: 


avV=9 biV=12 CV = 14 djV=14 esnda 


(PUC-SP) Qual & à pohedro regular que tem 12 vértices e 30 arestas? 
a) hexaedro 

b) octaedro 

c) dodecaedro 

dj icosaedro 

e) trideçcaedro 


(FMU/FIAM-SP) O hexaedro regular & um poliedro com: 
aj d faces triangulares, 6 arestas e 4 vértices 

bj 3 faces quadradas, 4 arestas e 6 vertices 

c) & faces tnangulares, 12 arestas e 8 vértices 

d) d faces quadradas, 8 arestas e d vértices 

8) 6 faces quadradas, 12 arestas e 6 vértices 


(FASP) O número de vértices de um poledro convexo que tem três faces 
triangulares, uma face quadrangular, uma face peniagonal e duas faces 
hexagonais é: 


a) 8 bj 10 Cc; 12 d) 7 


(MACKENZIE-SP) Um poliedro convexo lem 15 faces. De dois de seus 
véêrtices partem cinco arestas, de quatro outros partem qualro arestas e dos 
restantes partem três arestas. O número de arestas do poliedro é: 

(Teorema de Euler A+ 2=V +) 

a) 75 E) a c) 31 dj 45 e) 25 


(PUC-SP) Quantas diagonais possui um prisma pentagonal? 
a) 5 b) 10 2 15 d) 18 2 24 


CILINDROS CIRCULARES 


(UNIFICADO-RS) À area total de um cilindro reto de revolução & 1287 e a 
sua altura é 12. À area lateral do sólido é: 


a) 1927 b) 96x c) 64r &) 48 e) 3Br 


(UFBA) Considerem-se os cilindros C, e Cs, obtidos pela rotação do 


retângulo OMNP em torno de OM e OP, respectivamente, a razão entre as 
areas totais de C, e Cy é: 


397 


100) 


109) 


102) 


103) 


104) 
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18 cm 


12 cm 


1 3 
a) 2 b) 1 c) 2 op e) 


(U.F.ES) Um prisma hexagonal regular está inscrito num cilindro equilálero. 
A razão entre as áreas laterais do prisma e do cilindro é 
7 4 3 
a) — b) = c) = d) — ej— 
ja K K 


A 


(UF.GO) Para encher de água um reservatório que tem a forma de um 
cilindro circular reto são necessárias cinco horas. Se o raio da base é 3m & 
altura 10 m. o reservatório recebe água à razão de: 


a) 18x m por horas dj 20x mº por horas 
b) 30x m” por horas e) 10x mº porhoras 
c) Br mo por horas 


(UnB-DE) Um retângulo de papel de altura h é transformado num cilindro 
oco juntando-se dois de seus lados opostos. Sabendo-se que a area desle 


ne E h 
cilindro é equivalente a área de uma esfera de raio = pode-se afirmar 
K 


que a base do retângulo vale: 


a) 1 bj h ce) 2h d) - 


(PUC-RS) Dois cilindros, um de altura 4 e cutro de altura 6, têm para 
perimetro de suas bases 6 e 4, respectivamente. Se V; é o volume do 
primeiro e V> O volume do segundo, então: 


a Vy= va d) 244 = 3Va 
b) Vi = Vs e) 2W4 = Va 
E) Vi= IV 


(UC MG) Um pedaço de cano cilindro circular reto tem espessura igual a 
50 mm, Se o volume Interno do cana é igual ao volume do malertal gasto 
para construí-lo, então O seu raio interno, em mm, é igual a: 


a) 5042 d) 50-14 43) 
b) 50/42 --1) e) 50(42 +1) 
c) 502 - 42) 


105) 


106) 


107) 


108) 


108) 


(U FORTALEZA-CE) O raio de um cilindro circular reto é aumentado de 20% 
e sua altura é diminuída de 25%. O volume desse cilindro sofrerã um 
aumento de: 


a) 2% b) 4% c) 6% d) 8% 


tFMSANTA CASA-SP) Um cilindro com eixo horizontal de 15 m de 
comprimento e diâmetro interno de 8 m contém alcool. À superficie livre do 
álcool determina um retângulo de área 90 m”. Qual é o desnível entre essa 
superficie e a geratriz de apoio do cilindro? 

aj m 


by YZ? m 

cj4-J?m 

d) 4447 m 

e) (4-J7)m ou (4+ J7m 


(FATEC-SP) Um cilindro circular reto com raio da base igual a r, 


r= eme altura Zr, é secçionado por um piano paralelo ao seu eixo 
dMg-m 
a uma distância x desse eixo, Se a área de seção do plano com o cilindro é 


igual à ãrea da base do cilindro, então; 


a)x=1 cm 
n)x=2 em 
C)x=3cem 
djx = 4 cm 
ejnda. 


([FATEC-SP) Um octaedro regular esta inscrito mum cilindro circular reto de 


raio Jo em; se um dos vérsiices do octaedro situa-se no centro da base do 
cilindro e se Y & o volume do cilindro, então: 


a) Va 4/2 nem d) Veda cr 

b) V= Br cm” e) 2x cm” 

c) V=15/2 rem 

(MOJI-BP) O raio e a altura de um cilindro circular reta, cujo volume é igual 


ao volume de um cubo cuja aresta mede a e cuja área lateral é igual à área 
da superficia do mesmo cubo, valem respectivamente: 


ajr=5 e h=9ar dijr=3a e h=Bra 

pe aa eyr=3a e h-22 
as Z us 
a Sr 

)r=— e h=—— 

) | a 


Edo 


110) 


111) 


112) 


113) 


114) 


115) 
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(MACKENZIE-SP) A razão entre a àrea total e a área lateral de um cilindro 
equilátero é: 
1 


a) — b)1 C) 


G d) 2 e)3 


4d E] 


(PUC-SP) Quantos mililitros de tinta podem ser acondicionados no 
reservatório cilindrico de uma caneta esferográfica, sabendo que seu 
diâmetro é 2 mm e seu comprimento é 12 cm? 


a) D 3768 
h) 3,768 

c) 0,03768 
dja7.68 

e) 0,0037686 


(PUC-SP) As projeções ortogonais de um cilindro sobre dois planos 
perpendiculares são, respectivamente, um circulo e um quadrado. Se 0 lado 
do quadrado é 10, qual é o volume do cilindro”? 


a) 1000m 
bj 750x 
c) 500 
d) 250x 
2) 10Dz 


(OSEC-SFP) Se a altura de um cilindro circular reto é igual ao diâmetro da 
tase, então a razão entre a área total & a área lateral do cilindro é igual a; 


a)3 b) - c) 2x dj2 e) 1 


(U.F RS) Uma panela cilindrica de 20 em de diâmetro estã completamente 
cheia de massa para doce, sem exceder a sua altura de 18 em O número 
de doces em formato de bolinhas de 2 cm de raio que se podem obter com 
toda a massa é. 


a) 300 b) 250 c) 200 dj 150 e) 100 


(ITA-SP) Considere um ângulo reto AÓB e P um ponto interior deste angulo 
que dista de seus lados 3 cm. Passe por P uma reta que intercepte 0 lado 
OA num ponto M (M + 0) e o lado OB num ponto N; forme o retângulo de 
lados OM e ON. A razão do valume para a superficie total do sólido gerado 
pela rotação deste retângulo em torno do lado OA é: 


3 1 

4 

b) 1 Es 

) E: 
1 
= 


CONES CIRCULARES 


116) (MACKENZIE-SP) A área da seção meridiana de um cone reto é igual à 


117) 


118) 


119) 


120) 


121) 


área de sua base. Se o raio da base é 1, então a altura do cone é: 


a) 5 b) = c) 2x d) x e) Jx 
(U.F SC) O triângulo ABC é retângulo em a 8 


C e isósceles. O lado AB é paralelo à reta 
r* e mede 8 cm O volume do sólido 
gerado pela revolução do triangulo ABC 
em torno da reta rr, em cm, é: 


64x 5127 
E) 3 d) 3 r G r 
2567 32x 
Bjo Ss 
) 3 ) 3 
128x 
Cc) — 
3 


(U.FPA) A base de um cilindro de revolução estã circunscrita a um 
hexágono regular de 18 cm de perimetro, e a sua altura é o dobro do raio da 
base. Então, o volume do cone de revolução inscrito neste cilindro é: 


a) 169,56 cm d) 0,5652 cm? 
b) 5,652 cm e) 56,52 cm? 
c) 18,84 cm 


(U.C.MG) Se um cone tem 10 dm de altura e a circunferência de sua base 
mede 9x dm, então seu volume, em drrí, é: 


a) 67,57 d) 675rº 
b) 30x e) 30rº 
c) 6,75x 


(FATEC-SP) Considere um cone circular reto onde a altura é o triplo do 
diâmetro da base. Se R é o raio da base e V é o volume desse cone, então: 


a)V=2nRº d) V = 6rRº 
b)V=aRº ejnda. 
o) V = 3nRº 


(U.F.UBERLÂNDIA-MG) Desenvolvendo a superficie lateral de um cone 
circular reto de raio 4 e altura 3, obtém-se um setor circular, cujo ângulo 
central mede: 


a) 216º d) 288º 
b) 240º e) 180º 
c) 270º 
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122) 


123) 


124) 


125) 


128) 
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(U.F.BA) O cone representado abaixo tem 12 cm de raio e 16 cm de altura, 
sendo d a distância do vértice a um plano « paralelo à base. Para que as 
duas partes do cone separadas pelo plano a tenham volumes iguais, d deve 
ser igual a: 


a) 84 cm d) 10 em 
b) 842 cm e) 12 cm 
c) 8 cm 


(U.F.BA) Um cone e um cilindro têm a mesma base; o raio do cone é a 
metade de sua altura. Sabendo-se que a altura do cilindro mede 18 cm e 
que os volumes dos sólidos são iguais, a altura do cone é igual a: 


a) 6 cm b) 13,5 em c) 18 cm d) 27 cm e) 54 cm 


(U.F.ES) Desenvolvendo-se a superficie lateral de um cone reto, obtém-se 
um setor circular de raio 9 cm e ângulo central 200º. A área lateral deste 
cone mede: 


a) 50r cm? d) 14x cm? 
b) 45x cm? e) 9x cm? 
c) 31x em? 


(U.F.AL) Um cilindro e um cone são equivalentes e estão colocados de tal 
maneira que suas bases coincidem. Então, a altura do cone é: 

a) o dobro da atura do cilindro 

b) a terça parte da altura do cilindro 

c) o triplo da altura do cilindro 

d) metade da altura do cilindro 

e) igual à altura do cilindro 


(U.F GO) O volume de um tronco de cone circular reto com base de raio R, 
cuja altura é a quarta parte da altura h do cone correspondente, é 


2 2 
a) zR“h d) 37xR“h 
4 192 
2 2 
b) rR“h e) 3rRch 
12 4 
55rR2h 
Cc) 
192 


127) (U.FUBERLÂNDIA-MG) A área da base de um cone reto é igual a área da 


128) 


129) 


130) 


131) 


seção meridiana. Se o raio da base vale R, a altura do cone valerá: 


a) R b) 2xR es A) Pesa 5 26 


2 3 2 


(UnB-DF) Um cone circular reto é seccionado por 
' 2 Ei 
um plano paralelo à sua base a 3 de seu vértice. 


Se chamarmos V o volume do cone, então o 
volume do tronco do cone resultante vale: 


a Lv co) Év 
27 9 

b) 2v dy 
3 27 


(UnB-DF) Um lápis novo de altura h é 
apontado Se a altura h, da ponta (veja a 


figura) for igual a E da altura do lápis, então h 


a porcentagem de material desperdiçado 
(raspa de madeira grafite) é: 


a) 4% c) 5% 
b) 10% d) 6,6% 


(U F.PR) A geratriz de um cone mede 13 cm e o diâmetro da sua base 
10 cm. O volume do cone é: 


a) 100x cm? d) “Ear em” 
b) 200r cm” e) : —— r cm? 
c) 400x cm” 


(PUC-RS) Num cone de revolução, a medida da altura é h e a da geratriz é 
g. Se a altura e a geratriz formam um ângulo de medida «, a relação entre h 
egé: 

a)h=g sena 

b)h=gtga 

c)h=gcosa 


djh=-—2 
sena 

ejh=—8 
cosa 
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132) 


135) 


134) 


135) 


126) 


137) 
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(UF.RS) O volume do sólido gerado pela revolução de um triângulo 
equilátero de lado a em torno de um de seus lados é: 


1 3 1 K 1 iz 
a) ae bi dá c) ra 


d) Gra? e: qua 


(PUC-RJ) Um tanque subterrâneo 
tem a forma de um cone circular reto 
invertido, de eixo vertical, e estã 
cheio até a boca ínivel do solo) com 
2? 000 litros de agua e 37 000 litros 
de petróleo (o qual é menos denso 
que a água) Sabendo que a 
profundidade total do tanque é & 
metros e que os dois líquidos não 
são misciveis, à altura da camada 
de petróleo é. 

aj 6 meiros 

b) 2 metros 

c) a metros 


o) E metros 


ar 
e] — metros 
15 


(UF. MG) A altura de um reservatório cênico de volume 9x m” e raio da 
base 3 mé: 


aim bj3m 3/2m  q3/3m 8) 3r mm 


(U.C. MG) Um cone de papel de 40 cm de altura e raio da base 30 em é feito 
de uma folha de papel na forma de um setor circular. O angulo deste setor 
circular é igual a; 


a) 180º b) 216º c) 230º d) 265º e) 304º 


(PUC-SP) A hipotenusa de um triângulo retângulo mede 2 e um dos ângulos 
mede 60º Girando-se o triângulo em torno do cateto menor, obtém-se um 
cone cujo o volume é igual a: 

PR 
uu? 


a) x b) 8) “a 


c) 


HS aJ3 
3 E e 


= 
2 
F. OSWALDO CRUZ-SP) Um funil cônico estã cheio de um liquido, 
conforme a figura A. Deixa-se escoar parte do liquido para um reservatório 
graduado, conforme mostra a figura B. O volume do liquido no reservatório é 
700 em”, O volume do liquido que resta no funil é, em em”: 

a) 100 b) 200 c) 350 d) 700 


138) 


139) 


140) 


141) 


142) 


143) 


(MACKENZIE-SP) Um cone e um prisma quadrangular regular retos têm 
bases de mesma área O prisma tem altura 12 e volume igual ao dobro do 
volume do cone. Então, a altura do cone vale: 


a) 18 b) s c) 36 d) 24 e) Br 


(FASP) O raio da base, a altura e o apótema de um cone reto formam, nesta 
ordem, uma progressão aritmética. Determinar esses elementos sendo 
37,68 cm” o volume do cone (adotar 1 = 3,14). 

a) 1 cm,2 cm,3 cm c) 3 cm, 4 cm, 5 cm 

b) 3 cm, 6 cm, 9 cm d) 2 cm, 4 cm, 6 cm 


(U.E. LONDRINA-PR) Se o volume de um cone circular reto é 512x cm ey 
raio da base é a terça parte da altura, então a área da base desse cone é, 
em cm”: 


a) 24n b) 36r c) 48m d) 64x e) 128x 


(FM. SANTA CASA-SP) Se o raio da base, a altura e a geratriz de um cone 
circular reto constituem, nessa ordem, uma PA de razão igual a 1, o volume 
desse cone é, em unidades de volume: 


2x 80x 
a) — 


b) (V3 + x c) 12x d) 16x js 


(ITA-SP) Qual o volume de um cone circular reto, se a área de sua 
superficie lateral é de 24x cm? e o raio de sua base é 4 cm? 


a) 1º fo x cm” Cc) V24 a cm? e) 1 20 x em” 
3 3 3 
b) sa m cm” d) 5/24 x cem” 


(MACKENZIE-SP) Na figura seguinte o retângulo ABCD faz uma rotação 


completa em torno de AB. A razão entre os volumes gerados pelos 
triângulos gerados pelos triângulos ABD e BCD é: 
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144) 


145) 


146) 
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1 1 
a) 1 D) — c)3 d) — e) — 

) f- ) E- E 
(OSEC-SP) O volume de um sólido gerado pela rotação de um triangulo 
retângulo isósceles de hipotenusa igual a 1, em torno de eixo que contém a 
hipotenusa, igual a: 

x x x 2n 


x 


(CESGRANRIO) Para construir uma piscina cilindrica, com fundo circular, 
: R 
cava-se num terreno plano um buraco, com raio R e profundidade a A 


terra fofa, retirada do buraco, ocupa um volume 20% maior do que o do 
buraco cavado e é amontoada na forma de um cone de revolução. Supondo 
que o raio r da base do cone é igual à sua altura, então a melhor 


aproximação de E é: 


a) > b) 1 12 d) 5 e) 3 


(PUC-CAMPINAS-SP) Um triângulo retângulo tem catetos medindo 2 cm e 
2 /3 cm. Lembrando que o volume do cone é dado pela fórmula 


1 
Vi a "(área da base)- (altura), concluímos que o sólido gerado pela 


rotação completa desse triângulo em torno de sua hipotenusa tem o volume 
de: 


a) 6r cm? 
b)3 (2 x em? 
c) 4x cm? 
d)2 43 n cm? 
ejnda. 


147) (PUC-S) Um quebra-luz é um cone de geratriz 17 cm e altura 15 cm. Uma 


148) 


149) 


150) 


151) 


lâmpada acesa no vértice do cone projeta no chão um circulo de 2 m de 
diâmetro. A que altura do chão se encontra a lâmpada” 


a) 1,50 m b) 1,87 m c) 1,90 m d)1.97m e) 2,00 m 
ESFERA 


(PUC-SP) A área do fuso esférico, com o 
ângulo « medindo em radianos, é. : 
a) «R? 
b) 3aR? 
c) 4uR? 
d) 20R? 


E, 
e) —aR 
34 


PUC-SP) A soma de todas as arestas de um cubo mede 24 m. O volume da 

esfera inscrita no cubo é. 

a) Emmê Bi Srnno 9 Sam 
3 4 2 


(UnB-DF) A superficie de uma esfera de centro O e raio r é o conjunto de 
todos os pontos do espaço que têm distância a O igual a r. Dizemos que S é 
uma superfície esférica (de centro O) quando S é a superficie de alguma 
esfera (de centro O). Resolva agora o seguinte problema 


Sejam E,, Es. Es e Es quatro pontos não coplanares (isto é, não existe 
nenhum plano que os contenha ao mesmo tempo). Então: 


a) existe uma única superficie esférica contendo E,, Es», Es, Es. 
b) existem infinitas superfícies esféricas tendo seus centros sobre uma 
mesma reta e cada uma delas contém E,, Es, Es, Es. 


C) existem infinitas superfícies esféricas cujos centros não precisam estar 
sobre uma mesma reta e cada uma delas cotem E,, Es, Ea, Ea. 


d) nda. 


(UnB-DF) A área da superficie de uma esfera de raio r é Ar? e o volume da 
.4 ; ; 
mesma esfera é a rr. SeS,e S, são duas esferas e o volume de S,; é o 


dobro do de S,, então o quociente 
a area da superfície de 5, 
a área da superficie des, 


a) 2 b) n3/4 c) 3Y4 dnda. 
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Tise) 


153) 


154) 


155) 


156) 


157) 


158) 
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(UNIFICADO-RS) A razão entre o volume de uma esfera e o volume do 

cubo nela inscrito é: 

a) nJ3 ny3 
2 2 


b) c) 47 43 d) 


rv2 o 193 
5 


(ITA-SP) Considere o tetraedro regular (figura) 
inscrito em uma esfera de raio R, onde R mede 3 
cm. A soma das medidas de todas as áreas do 
tetraedro é dada por 


a) 16 /3 em d)8V/3 em 
b) 13 45 em e)6/3 cm 
c) 13 /8 cm 


(ITA-SP) Considere o problema anterior, isto é, O tetraedro regular inscrito 
em uma esfera de raio R. onde R mede 3 cm, sendo HD sua altura (veja a 
figura). A diferença entre o volume do tetraedro e o volume do sólido gerado 
pela rotação do triângulo DHM em torno de HD é dada por: 


a)(8V3 : n)cm? c) (442 -5 3 mem” e) (742 - E sjem? 
b) (52 - 5 J5 mom? d) (343 - 5 JS nem? 


(MACKENZIE-SP) Vinte e sete esferas de chumbo, de raio 1 metro, devem 
ser acondicionadas em uma única caixa, após o que, todo o “espaço” 
restante da caixa deve ser completado com água. Dispondo-se somente de 
cinco caixas cúbicas distintas, aquela na qual o volume de água adicionada 
é minimo é a de capacidade, em metros cúbicos, igual a: 


a) 108 b) 27x Cc) 36x d) 72x e) 81x 
(U.F. BA) Uma esfera colocada no interior de uma vaso o can 
cônico com 26 cm de geratriz e 24 cm de altura 


tangencia-o a 12 cm do vértice. O diâmetro da esfera é NZAS/ 
igual a: 


a) 8 cm d) 13 cm NXZA 
b) 10 em e) 20 cm AZ 
c) 12 em 


(U.F.ES) Sejam duas esferas, uma inscrita e outra circunscrita num cubo de 
aresta a = 6 cm. O raio destas duas esferas medem, respectivamente: 


a)6cme3 42 cm c)3cme3/2 cm d)6cme6V2 em 
b)6cme 343 cm d)3cme3V/3 cm 


(PUC-RS) O volume do cubo inscrito numa esfera de raio 3 é: 
a) 24 43 b) 12 43 c)8V3 d) 643 e)243 


159) 


150) 


181) 


162) 


153) 


184) 


155) 


(UF RS) Um plano secciona uma esfera, determinando um circulo de raio 
igual à distância do plano ao centro da esfera. Sendo 367 a área do circulo, 
o volume da esfera é: 


a) 19242 q b) 5767  c)57842 x d) 1 2967 e) 7 778r 


(U.F RS) Um esfera estã inscrita em um cilindro circular reto de altura 8 em 
O volume do sólido entre as duas superficies é: 


a) 35 cm” ce) 9x em? e) 47 em 
b) 18x cm” d) 6x em” 


(F.C CHAGAS-SP) Seja T um triângulo cujos lados medem Bm, 8 me 10 m. 
seja € uma circunferência a T. À área da superficie esférica que tem C 
como arcunferência máxima é, em metros quadrados' 


a) 36 x bj 64 x c) 100x d) — E e) 400» 
(CESGRANRIO) Uma tanque cilíndrico com 
água tem raio R. Mergulha-se nesse tanque + HE 
uma esfera de aço e o nivel da água sobre = R 
R (veja a figura). O raio da esfera é: + 
ay 28 a R (3 
4 ê 
9R 2R R 
b) — — 
ET: Ria 
IR 
ci — 
5 


(UF UBERLÂNDIA-MG) A área de uma esfera, a área total do cilindro 
equilátero circunscrito a ela e à área total do cone equilatero também 
circunscrito a essa esfera são proporcionais aos números: 


aj1,2,3 bj 4,8,9 EE dar d)3,4s B)1,2,4 


(MOJI-SP) Um plano intercepta uma esfera de raio KR, determinando um 
circulo de raio r (Rz 1). A distância do centro do circulo ao centro da esfera é: 


ajx= V2R?-r? dx = JR? -4r 
b)x = vR?-2rº sp x=Rº-r 


C)x = Jar? o 


ITA-SP) Considere uma esfera inscrita num cone circular reto tal que a area 

da superficie total do cone é n vezes a área da superficie da esfera, n 2 1. 

Se q volume da esfera & rem" e se a área da base do cone é s cm”, o 

comprimento em centimetro da altura do cone é dado por. 

al py DL LU d) Sar E ia 
E 5 E s Ss 
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166) 


167) 


168) 


169) 


I70) 


Art) 


172) 


410 


(FESP) De uma esfera de raio r foi retirada uma cunha de 90º Qual a área 
total do sólido restante? 


a) 3ar b) 4rP? c) Sn d) 6x” ejnda. 


(FATEC-SP) Se uma esfera de raio R está inscrita num cilindro circular reto 
de volume V, então 


r 


a) R= > c) R- [o enda. 
b) R = 312V d) R = [v 
Y3z Y2x 


(FIUBE-MG) Um sólido S é gerado pela rotação completa de um circulo em 
torno do seu diâmetro. Se o volume de S é 36r mº, a medida do raio do 
circulo, em metros, é. 


a) 1,5 D)3 c) 4,5 d) 6 e)9 


(ITA-SP) Considere um retângulo de 
altura h e base b e duas circunferências 
com diâmetro h e centros nos lados do h 
retângulo, conforme a figura ao lado. 
Seja z um eixo que passa pelos centros - 
destas circunferências. Calcule a 
superficie total do sólido gerado pela 
rotação da área hachurada da figura em torno do eixo Z. 


a)rh(b-h) b)ah(b+h) crb(b-h) ad) zb(b+h) enda. 


(FATEC-SP) Um cubo de aresta 2 43 é inscrito numa esfera de raio r, então: 


a)r=3 b)r=2 gr=> d)r=3V3 eps d0E 


(CESESP-PE) Considere um tanque em forma de um cone invertido de raio 
da base 6 me altura 8 m. Deixa-se cair dentro do tanque uma esfera de raio 
3 m. Assinale a alternativa correspondente à distância do centro da esfera 
ao vértice do cone. 


a)4m b2m c)5m d) 10m ey6m 


(FATEC-SP) Os volumes do cilindro reto, do cone reto e da esfera, abaixo 
indicados, formam, nesta ordem, uma PG; então: 


par ga 
= - 
“a 


173) 


174) 


175) 


a) (ha) = 12rh: 
b) ha — 4h: 

c) hs = 12(ho)? 
d) hiha = 4r 
esnda. 


(PUC-SP) Qual é o raio de uma esfera 1 milhão de vezes maior (em volume) 
que uma esfera de raio 1? 
a) 100 000 Db) 10 c) 10 000 d) 1 000 e) 100 


+ 
É encad 


=esacerceenp coneuenewo em 


(F OSWALDO CRUZ-SP) Um reservatório tem a 
forma de um hemisfério acoplado a um cilindro de 
raio re altura r, conforme a figura. O volume de um 
liquido que o ocupe completamente serão p ] 


pacanonntonpancncanu uu 


a) 2a b) Sar c) nº d) Sur? 


(ITA-SP) Seja AB um arco de uma circunferência de raio r e centro O. A 
área da superfície da calota gerada pela rotação de AB em torno de OB é 
de 7x cm”. Qual o comprimento da corda AB doarco AB? 


a) v7 cm b) e, em c) em d) 45 em e) 45 x cm 
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176) 


177) 


178) 


179) 


412 


VESTIBULARES —- QUESTÕES DISCURSIVAS 


PRISMAS - PIRÂMIDE - POLIEDRO CONVEXOS 


(FEISP) O sólido abaixo é composto de dois 
cubos de arestas 2? cme 1 cmecentros Me N. 


a) Achar a distância AB. 
b) Achar a distância MN. 


(FUVEST-SP) Na figura ao lado: 


a) ABCD e EFGH são trapézios de lados 2, 
8,5e5; 


b) os trapézios estão em planos paralelos 
cuja distância é 3, 


c) as retas AE, BF, CG e DH são paralelas. 
Calcule o volume do sólido. 


(FUVEST-SP) A aresta do cubo abaixo mede 2 e BP=3. Calcule PC e PD. 


[e 


(CESGRANRIO) Uma piscina tem a forma e as dimensões indicadas na 
figura. As três arestas que convergem em cada um dos pontos AB. E, A,B' 
e E' são mutuamente ortogonais e as arestas AE, BC, BC' e AE' são 
verticais. Então solucione e responda: 


A 29 m B' 


180) 


181) 


182) 


183) 


184) 


a) Quantos m? tem a área da superficie interna da piscina? 

b) Qual a capacidade da piscina em litros? (1 litro «>» 10“m?) 

c) Seja V(x) o volume, em mº, da água contida na piscina em função da 
altura x (em metros) do nivel da água medida a partir do fundo DEE'D'. 
Determine a expressão analitica de V(x) no intervalo O < x < 2,5. 


(U.F UBERLÂNDIA-MG) O volume de um cubo é 2168 cm” O ponto Pé o 
centro de uma face e AB, uma aresta da face oposta. Determinar a área do 
triângulo APB. 


(E.E. MAUÁ-SP) No paralelepipedo retângulo ao lado, calcule a distância do 
vértice B> ao segmento A,M, sendo M, sendo M o ponto médio de B2Cz. 


(IME-RJ) Dá-se uma paralelogramo ABCD num plano x e um outro EFGH 
num plano x' de modo que se obtém um paralelepipedo (P) de vértice A. B, 
C.D. E, F, Ge H, obliquo, com todas as arestas de comprimento a O plano 
que contém os pontos A, E e F forma com x um ângulo de 60º e AÉF = 120º. 
Calcule em função de a e do ângulo FEH = 0) o volume de (P). 


A 
(FEI-SP) Sendo a reta AB perpendicular ao plano 
BCD e a reta BC perpendicular à reta CD, e sendo 
a medida de cada segmento AB, BC e CD: a 


a) Achar o volume da pirâmide ABCD. 
b) Achar a área total dessa pirâmide. 


(F.E. FAAP-SP) Em um 
quadrado ABCD, de lado 
AB = a, conduz-se por À, fora 
do plano do quadrado, uma 
semi-reta AX, que forma 
ângulos de 60º com os lados 
AB e AD. Qual o comprimento 
AS que se deve tomar sobre 


AX, para que o ângulo BSD 
seja reto? 
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85) 


BE) 


37) 


88) 


9) 


90) 


414 


(PUC-RJ) Calcule o volume de um tetraedro regular, em lunção da distância 
à entre duas arestas opostas. 


(PUC-RJ) Considere um tetraedro de vértices A, B, C, D. São dados 05 
ângulos, em radianos: 


ADB = = e CÓB-ADC= 


É os comprimentos da aresta AB 
DC =39eDA=DB=4 


a) Determine o comprimento da aresta AB. 
b) Calcule o volume do sólido. 


(F E FAAP-SP) Num poliedro convexo, O número de arestas excede O 
número de vártices de B unidades Calcule o número de faces. 


(U.F.MG) A área total de uma pirâmide regular, cuja base é um triângulo 
equilátero de lado a, é cinco vezes a área da base. Calcular o volume desta 
pirâmide 


CILINDROS —- CONES — ESFERA 


(F. OSVVALDO CRUZ-SP) Uma ampulheta 
é fabricada a panir da junção de dois 
recipientes de vidro idênticos, ambos com 
a forma de um cone, comunicando-se 
através de um orifício de área desprezível, 
conforme a figura. Em cerio instante, a 
ereia fina, que passa do recipiente 
superior para O inferior, atinge a mesma 
altura nos dois recipientes, como mostra a 
figura. O volume de areia no recipiente 
inferior é quantas vezes maior que no 
recipiente superior? 


(E. E MAUÁSLINS-SP) A altura h de uma pirâmide é dividida em três partes 
iguais por dois planos secantes paralelos à base. Sendo B a area da base, 
determinar à volume do tronco limitado pelas duas seções paralelas, em 
função de Be h 


191) 


192) 


193) 


194) 


LV 
= DV 


(F.E FAAP-SP) Em um cilindro reto de 4m de altura e |[[=E=== 
0,50 m de raio, foi inscrito um prisma quadrangular 
regular. Qual a relação entre os volumes? h 


(FEI-SP) Na figura ao lado, o triângulo 
ABC é equilátero; os segmentos AD, DO e 
OE têm a mesma medida Sabendo que o 
raio da circunferência é R, calcular: 


a) o volume do cone gerado pela rotação 
do triângulo ABC em torno do eixo OY; 


b) a área da coroa circular de raios DG e 
DF gerada pela rotação do segmentos 
GF em torno do eixo OY. 


(U.F.CE) Considere um cone circular reto cujo o lado da base é r=2 42 em 


e geratriz g = 4 j2cm. Se A e B são pontos diametralmente opostos 
situados sobre a circunferência da base deste cone, determine, em cm. o 
comprimento do menor caminho, traçado sobre a superficie lateral do cone, 
ligando Ae B. 


(EE. MAUÁ/LINS-SP) Um plano passando pelo centro de uma esfera 
secciona-a em dois hemisférios. Num deles inscreve-se um cilindro circular 
reto, com uma base apoiada no plano secante enquanto a outra tem seu 
contorno apoiado na superficie do hemisfério. Dado o raio R da esfera, 
determinar o raio x e altura y do cilindro para que a área de sua superficie 
lateral seja metade da área da superficie hemisférica. 
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195) (UF.CE) Calcule, em cm, 5 do volume da região compreendida pela 


l z . 9 
interseção de duas esferas de mesmo raio R = 37 em, sabendo-se que a 
Vm 


End gd , 12 
distância entre seus centros é d = J= cm. 
x 


Obs: O volume V da calota de altura h, obtida de uma esfera de raio r é 


2(. 1 
V=nh agido 
3 


196) (F. ITAJUBÁ-MG) A área S e o volume V de uma superfície esférica de raio 
r são dados porS=4xº eV= Sa, expressar, simplificando: 


a) V como função de S;:; b) S como função de V. 


197) (EE MAUÁ-SP) Uma cunha esférica correspondente a um diedro de 75º, 
tem volume igual a v=-Dam'. Determine a área do fuso esférico 


correspondente (superficie da esfera que corresponde à cunha). 


198) (F. OSWALDO CRUZ-SP) Calcule o volume do cone circular reto, inscrito 
numa esfera de raio 1, sabendo que a razão entre sua altura e o raio da 


Edo ) 
base é 2/— =D] 
vi / 
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199) (FUVEST-SP) Num cubo de aresta a um ponto P se situa numa das arestas 


200) 


; a meg daria : gs Ed 
e dista q de um dos vérices. Qual à distância de P a superficie esférica 


inscrita no cubo? 


(U.F CE) Calcule, em cm? o volume de um dado fabricado a partir de um 
cubo de aresta igual a 4 cm, levando em conta que os buracos 
representativos dos números, presentes em suas faces, são semi-esferas de 


| 
Y7x 


raio igual a em, 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE VESTIBULARES 


TESTES 


Tr | IN aa hos a Dino abs foi dE 
— —l—elmim = = — 


tel CD MO | joy Ii “Pi | 
poi lr ELO co] Go 6 So lool os [66 [15 

Neo | ju o eis | tO | O|—|esle|=um 
HOLD LD | LO | (ui) co Dj SO poleiro po jp 
o || UBS | [oyo spa 
O PARAA dps Na do 
' | 


e evjeo [seio cofre fas jonj e 


Pi D|O|T 


11 
12 
13 
14 
15 | 
18 
17 
15 
18 
20 


QUESTÕES DISCURSIVAS 


dd 
o 


by MN = 


410 em 


16 ajJAãB 


177) 60 


= J33 


ey e PD 


= 
aj 480 m” 


178) PC 


c) Vo) = 12x] + 190x 


b) 800 000 é 


179) 


É 


945 em 


180) 


418 


181) 


182) 


183) 


184) 


185) 


186) 


187) 


188) 


189) 


190) 


191) 


192) 


193) 


194) 


195) 


156) 


197) 


2J5t 
3 


3aiseng 


3rR 
as 
) 5 
8 cm 
ra AR 
É 
96 cm” 
as = Y30nv? 
15x 7 


bj a(V2+1) 


bj a/3m? 


24Rº 
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128m 


38) 


375 
E 

4 
JO) 62 cm” 
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Capítulo 4 

19) ajF bj ec) F dy e) F 

1.10) a) F b) F cv d) F 2) MV 
b F kJ b F m) F mn; W 
5) tb F u) F vv 

111) três retas 1.12) seis retas 


1.144) 


AB =umd|. 
Capitulo Z 
215) ajV bj M e) F 
2.18) w=[ 
2.17) ajF b) F cv 
2.18) 


2.19) 


2.30) 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Do 


TIE 9) F ny ip 
os pj E q v nr 


1.13) quatros planos 


Como A e B pertencem a « e também a [3, é claro que a reta AÉ estã 
contida em ambos os planos (conforme o P6j Assim, ÂÉ cwump Resta 
provar que os pontos de AB são os únicos que pertencem a «u — [5 De fato, 


se existisse um ponto €C, fora de ÀB, tal que Ce um |5, então teriamos 
u=pl (ABC) e =p (ABC). o que é um absurdo, pois u = |. Poranto 


dy V 


Seja q = pl (r, A) Como rs, se existe um único plano 5 = pl qr. sj. Mas 


A es, logo 


p=plirsj=plirAj=a 


e assim, SC E. 


Indiquemos as retas por rs te as 
mterseções por À, BE e € (como a 
figura indica). É claro que os pontos 
&, Be € não são colineares (pois em 
caso contrário as retas coincidiriam). 
seja então q = pl(Ã, 8, 0) Temos: 


MerBerAzB)=»rca 
AesCesÃ=C>svsca 
BetCetB=CQ=>tca 


Ássim, r, s et são coplanares. 


SF DF SF ovo ev f F 
DF DV mjF 
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221) E claro quer =s, pois se fosser = s. as retas concorrentes a e b seriam 
paralelas a uma mesma reta, contra o postulado P7. 
Por outro lado, se fosse r // s, então como a / r, seria também a /' s (veja 
exercicio 2.7) e como b//s seria a / b (absurdo). 
Logo. re s só podem ser concorrentes. 
2.22) Se fosse «u = 2. então como xc a 
ey cl, asretas x e y seriam 
coplanares. contra a hipótese de 
serem reversas, Portanto, 
ax) 
223) a)F b) V c) F o) V e) F 
2.24) Seja y = pl(r.s). Os planos a, ey 
são secantes dois a dois e as suas 
interseções são retas distintas r se 
t Podemos então aplicar o teorema 
da três interseções (veja exercício 
2.6). Comorfí's, tem-set/ret/s. 
apítulo 3 
3.11) a) F b) F CF d) MV e)V f) F cida h) F 1) F 
) F k) V DV m) F n) F o) F 
3.12) Paralela ou contida 
3.13) Bastanotar querns = 
3.14) Aplique duas vezes o teorema T6:; 
rZa rf 
sca,>ria e scB;>r/p 
ris | riis | 
3.15) a)V b) F c) F d) F 
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3.16) Seja « O plano que contém s e é paralelo a r (veja exercicio 3 7) Tomando- 


3.17) 


3 18) 


3.19) 


3.27) 


3.28) 


3 29) 


se um ponto A qualquer de s, a reta t//r, conduzida por A, está contida em 
u (pelo teorema T7). 


Basta considerar por r o plano a /!te porso plano 3 //t Assim,x=un dp. 
Seunpb=O,o problema não tem solução. 


Basta tomar À e te aplicar o exercício 3.10. 


Observe a figura. Havendo duas retas distintas, x 
e x', ficaria determinado o plano «a = pl (x, x). Isto 
é absurdo, pois a conteria as retas r e s são 
reversas. 


a)v b) F c) F a) V e) F F 9) F h) V 
DV j) F kV DV m) V n) V 0) V 
Se rnhp=2, tem-se r/ |. 


Se rnB=O, entãormn 3 =(Ajourc 4. Mas se fosse rm | = (A), pelo 


teorema do exercício 3.25, r furaria «, o que é absurdo, pois r // « Assim, 
rc |. 


Pelo teorema do exercicio 3.26 o plano a” 
corta () segundo uma reta x / r' e o plano 
3 corta u' segundo uma reta x //r (que é a 
mesma anterior, logicamente) Assim, pelo 
teorema T5, rir. 
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330) Sendo res reversas, considere por ro plano a //seporso plano Br 
(veja exercicios 3.7 e 3.8). Os planos a e [3 são os únicos nessas condições. 
Resta provar que o !! B. Mas supondo « n PB = x, como r // ) vem r lixe 
como s//u vem s//x (exercício 3.1). Então tem-se r//s pelo TS (absurdo). 


3.31) Considere por PoplanoB//aesejarm[=(A) Areta AP é a resposta. 
3.32) Situam-se no plano /3 /! « conduzido por A. 
333) Considere dois casos: 


1º) Os planos « = pl(a, A)efB =pl(b. 
B) são secantes. Neste caso, sendo 


x=«uop 
basta tomar por A aretar//x e por B 


a retas //x Note que se forx = ÀÊ, 
o problema não terá solução. Se 


x: ÀB tem-se sempre uma solução. 


2º) Se « !! |3, basta considerar um 


plano y contendo a reta AB 
Temosr=zuny es=fBnyo 
problema neste caso admite 
infinitas soluções. 


Capitulo 4 
417) a,d,9.) 


4.18) a)V b) F e)'F ad) F eV 9 F 9) V h) F i) V 
pr k) V ) F m) F n)V o) F p) F q) V 


4.19) Basta notar que PÊ não corta AC e PÔ não corta AC. Logo. Be P 


pertencem ao mesmo semiplano e também D e P pertencem ao mesmo 
semiplano. Portanto, B e D pertencem ao mesmo semiplano. 


4.20) Se AB corta r em P, então A e B estão em semiplanos opostos em relação a 
r Quanto a €, ocorre um e somente um dos casos seguintes: 


1º) € e semipl (r, A). Neste caso, BÊ corta a reta r. 
2º) €C e semipl (r, B). Neste caso, AC corta a reta r. 


424 


PEAB =P 
aa CEO O o Pa 
PRE SPep 


Domesmomodo, QeacnfeResanbB.logo P.QeR são colineares 
Capitulo 5 
5.5) AC=AB+BC=CD+BC=BD 


58 AB=AC-BC=BD-BC=CD 


57) MN=MB+BN= SEAB 5.8)64 5 9/45 


; je es E 
510) Seja Q' o ponto médio de MN e mostremos que AQ' = AQ. Indiquemos 
AB=beAC=c. Temos AM = = e AN = 5 donde: 


AQ = AM + MQ' = AM + — 
cb 
-am+ ANDAM Do 2 2 b+e 
z E 4 
am TAB BC ag, AC-AB 
Ae tm 
2 E 2 
c—b 
E B + 2 a Ee 
3 4 
523) a) BÃO b) CÃE c) BÃE dy ADE 
e) DFC ou EFA f EFD ou AFC 
5.24) a=57 b=28 c= sf d=05 
5.25) a) 145º b) 28º c) 137º32'25" 
526) a) 37º bj 60º 48' c) 51º 17/45" 


527) Se À e B' são os suplementares de À e B, respectivamente, temos 
med (À = 180º —- med (á) = 180º —- med (B) - med(B). donde À' = B'. 


5.28) Se À é reto, então med (Ã) = 90º. Assim, med (À) + med (À) = 50º + 90º = 
130º, isto é, À é suplementar a À. 
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5.29) 


5.30) 
5 32) 
5.34) 


3.35) 


5.36) 


5.37) 


5.38) 


5.39) 
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Sejam a e b as medidas dos dois ângulos ÃeB complementares. Temos 
a>0ºeb>0º Comoa=90º-b, então 90º - b > 0, donde 0º < b < 90º, logo 


B é agudo. Analogamente, À é agudo. 


21º e 35º 5.31) 67º 30º 
18º 5.33) 45º 
83º 


med (PÔM) = med (AÓM) - med (PÔÕA) = 
al med (AÓB) — med (PÕA) = 


2 M 
= - [med (PÔB) + med (PÕA)] - med (PÕA) = P 

4 (o) 
3 [med (PÔÓB) — med (PÕA)] A 


med (BÃC) + med (CÂD) + med (DÃE) = 180º 
med (BÃC) + 90º + med (DÃE) = 180º 
med (BÃC) + med (DÃE) = 90º 


|jmed(CAD) +med(DÃE)=90º 
[med(BÃC) +med(CÃD)=90º 


Somando: 
med (CÃD) + [med (BÃC) + med (CÃD) + med (DÃE)] = 180º 


donde 
med (CAD) + med (BÃE) = 180º 


med (MÓN) = med (MÔB) + med (BÔC) + med (CÔN) 


4 
] 


= med (AÓB) + med (BÔC) + 5 med (CÔD) = 


É 1 x 
med (AÓB) + 5 med (BÔC) + - med (BOC) + - med (CÔD) = 


[med (AÓB) + med (BÔC)] + - [med (BÓC) + med (CÔD)] = 


Nia Nisa mniatmn 


med (AÓC) + - med (BÔD) = 45º + 45º = 90º 


med (BÔC) = 180º — med (AÓÔC) = 180º — med (AÓD) = med (BÔD) 


5.40) med (MPB) + med (BPC) + med(CPN)= 
-5 med (AP B) + med (BPC) + > med (CÊ D) = 


= 1 [med (AP B) + med (CÊ D)]+ med (BP C)= 


54) 1208 
5.42) med (AÔB) = 90º — med (BÔM) = 90º — med (MÓC) = med (CÓD) 
Capitulo 6 


6.22) Basta notar que TM é a mediatriz de AB, 
portanto € é equidistante de Ae de B. 


6.23) Estabelecendo a correspondência ÀA o B Bo A, 


á C 
C «e» C, resulta que os triângulos ABC e BAC são 
congruentes, pois (AL A): 


824) Se ACD= ADC, então 4 ACD é isósceles, isto é AC = AD Então A ABC = 
A ABD (L AL). Portanto, ACB = ADB. 


6.25) Basta mostrar que 


A AMC = A BMD (LAL) 
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6.26) 


6.27) 


6 28) 


* 29) 


33) 


6.34) 


6.35) 
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Pelo L AL temos 
A ABC = 4 BAD 


<—e .—s 
donde AC =BD. Então, pelo L L L, temos 
4 ACD = A BDC, donde 


C=D 


Basta notar que ÀA ACD=A BCD(LLL). 


Cc 
Se B é reto, o ângulo externo CBD 
também é reto. Pelo exercicio 6.14, as 
medidas de À e de C são menores do que 
med (CBD) = 90º 
Logo, Âe C são agudos. - 
og gu A ê É 


Pelo exercicio 6.13, se À e B são os ângulos da base, então med (À) + 
med (B) < 180º Mas med (À) = med (B), logo 2 med (À) < 180º e então 
med (À) < 90º 


ABD=CDB e ADB=CBD (alternos ni =—=— — sb 
internos). ) Logo. 4 4 A ABD = A CDB, e 
então AD = CBe AB = CÔ 


é B 


Com o mesmo raciocínio do exercicio anterior, concluimos que À = C. 
Analogamente, B=D. 


Basta mostrar que 
A APD=ACPB(ALA) 


Logo, —s —s —s es 
AP=CP e PD=PB 


6.36) Tem-se 4 ABP = 4 CDP (L AL), logo == — ge 6 


637) 


6 38) 


6 39) 


6.40) 


PÃB =PÉD e portanto AB 4 CD 


(veja exercicio 6.30). Analogamente, 
AD 4 Bê. 


Como 4 ABD = A CBD (L LDL), D ” Cc 
então ABD =CBD. Como A ABD é 
isósceles. ABD = ADB. Assim, 
ADB = CÊBD, logo AD 4! BÊ (veja 


exercício 6.30) Analogamente, AB // A u 
CD. E 


Conduza por Baretas // AC, a qual e 


encontrar r em D. O quadrilátero A ” 
ABPM é um páreo, mo. logo TM a 
AM=BD, donde MC=BD. Além Ro. 
disso, MEN=DBN (alternos internos). ” 


A 


Assim, 4 MNC = A DNB (A A LU), 
—s e 
donde NC = NB. 


—s .- 1 ss —s 
Como AMNC = ADNB, temos MN = DN logo MN = 5 MD, e como MD = AB, 


vem MN = AB 


No 4 ABD: À + 8 + D,= 180º 

No 4 BCD: €+82+D, = 180º 

Então 

À +(B:+82)+ É+(D,+D,)= 
=A+B+C+D =360º 


6.41) Sejam AB e ED os lados que são paralelos e congruentes. Então 
ABD = CDB (alternos internos e 4 ABD = 4 CDB (Lt A Lt). Sendo assim, 
ADB = CBD. logo AD e BC também são paraleios. Como há dois pares de 
tados paralelos, o quadrilátero é um paralelogramo . 


D G 


6.42) Ligando-se o vértice A, aos demais 
(com exceção de Az e An), O poligono 
fica dividido em n — 2 triângulos. A 
soma das medidas dos ángulos 
internos do poligono é igual a soma 
das medidas dos ângulos internos de 
todos esses triângulos, logo vale 
(n - 2). 180º. 


6.43) Construindo-se sobre o lado BG um triângulo 4 DBC congruente ao 4 POR, 


obtemos o 4 ADC. isósceles. Logo, À =D, isto é, À = P. Assim, A ABC = 4 
PQR (critério À AL). 


C 
/N 
A D NS, 


6.44) Como AR 4 BC e BR /A- Yo) o quadrilátero 
ARBC é paralelogramo, donde AR = BC. 
Do mesmo modo, ABCQ é paralelogramo, 
donde AQ = BC. Assim, AR = AQ. 
Analogamente provamos que Be C são 
pontos médios. 


6.45) Sendo OH a altura, se P = H, é claro que PO < BO, pois, no 4 OHB, BO é a 
hipotenusa. se P = H, suponhamos que ambos, P e Q, estão na semi-reta 


HB. O ângulo BPO é externo ao 4 OHP, logo é obtuso. Assim, no A OPB 


tem-se PO < BO. O ângulo QBO é externo ao 4 OHQ, logo é obtuso. 
Assim, no A OBQ tem-se QO > BO. 
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6.46) 


6.47) 


6.48) 


A H x B Q 


Seja G a interseção das medianas BN e 
CÊ Sejam Q o ponto médio de BóeRo 
ponto médio de Cê. Então PN e OR são 
paralelos e congruentes, pois são 


.—s 1 ; 
paralelos a BC e PN=QR = 2 BC Assim, 


PQRN é paraleiogramo, logo QG = GN e 
RG = GP Portanto, BG = 2GN e Ç 
CG = 2GP. A terceira mediana AM passa 
também por G, pois deve cortar a mediana BN no ponto que a divide em 
dois segmentos, um sendo o dobro do outro, o qual só pode ser G (basta 
fazer o mesmo raciocinio com AM e BN) 


Se CÊ 4 AD, então AEPM e PCDM são D Cc 


paralelogramos, donde PC = MDe PE = MA, MZ É» N 


logo P é ponto Pé ponto médio de CÊ. No 77 Jp VM! 
A CEB, pelo exercicio 6.38, N é ponto médio Dad Ea 
de BG A E B 


Sendo CÊ 4 AD, então BAD = BÉC. Como A CEB é isósceles (pois 
BC = CE= AD), tem-se ABC = BÉC, logo BÃD = ABC. 


Capitulo 7 


7.10) 


7.11) 


7.12) 


Por A toma-se r // r. Pelo teorema T7, 
rca (Veja exercício 3.2 ) Seja em qa 
a reta s 1 r. Temos s 1 r, pela 
definição de retas ortogonais. 


a)V b) F c) F a) V e)V 
DV 9) F h) F DV DV 
k) F ) F m) F 


Como BÃC é reto, AB 1 AG. Como AD La, AB 1 AD. Logo, ÁB 1 
pI(AC,AD) = pI (A, C, D). 
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7.13) 


714) 


7.15) 


7.16) 


7) 


7.18) 
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Seja t uma reta que forma ângulo reto 
com re coms. PorÃestomer//re 
seja 3 = pl(s,r). Temos t 1 f pois t 
forma também ângulo reto com r 
(veja exercícios 7.1 e 7.2). Além 
disso, [3 / a (exercício 3.20). Assim, 
pelo teorema Ti7, tem-se tl a. 


Siga a figura do exercício anterior. 
Como B / a, pelo Ti7 tem-se t 1 À, 
donde t forma ângulo reto s. Mesmo 
raciocinio para r. 


Comor | «ue«wul!f! (pelo T17)tem-ser LB Comorifp,stfer=s (pelo 


Ti8) tem-se r//s. 


Pelo ponto A, interseção de re a, 
conduz-se aretat 1 s. O plano f = pi 
(r, t) é o plano procurado, pois a reta 
s forma ângulo reto com r e com t, 
(Veja exercicio 7.3.) Pelo teorema 
TiS, esse plano é único. 


Seja B ainterseção derea. 


a) SeA=B,sejat= AB. 
Se t = s, é imediato que s ca. 
Suponhamos t=s, entãor 1 pl (t, 
s). Mas, pelo T19, esse plano só 
pode sero próprioa, logos ca. 


b) Se A-=B, seja C e « um ponto 
distinto de A. Se C e s, é imediato 
que s c q. Supondo que C es, 
seja t= AC. Nesse caso, r 1 pltt, 
s) Mas pelo 119, esse plano só 
pode ser o próprio «a, logo s c «x. 


Seja B a interseção de r e q. Tome 
por Baretas /s Logo,r ! s' (veja 
exercícios 7.1 e 7.2). Pelo exercício 
anterior, s c «. Então, pelo teorema 
TO. silu. 


7.19) Seja B o plano que contém s e é paralelo a r (veja exercícios 3.7 e 3.8). Por 


Aertomet 1 f (teorema 720). Sejaa = pl(r,t). Temoss Lu, pois s forma 
ângulo reto com r e com t. 


a 


720) Tome por A o plano B LrA 
reta t=umB é a reta 
procurada. r | t. Note que, E cdi £ 
sendo B=r nu, o problema só B 


tem solução se AB não é as 
perpendicular a r, pois nesse 
caso teriamos t= AB er seria 


perpendicular a t, e não CÁ N 


ortogonal. 


7.25) Comotiyeacy, então t | a. Assim, pelo teorema T21, temos a 1 | 
Como bc |, resultaa 1 b. 


726) a)V b)V c) F d)V e) F 9 F 
9)V h) F ) F 


r 
7.27) SejafB 1 r PorÃe «a conduzr'/!r. Temos 
rca (veja exercicio 3.2). Pelo teorema 
T17, Fr + B. Logo, « contém uma reta e 
perpendicular a B, isto é, a L $. 
7.28) Basta tomar o plano y que passa por Pe é perpendicular à interseção de u e 


Pp. Temosa Lye| 1 y porque ambos contêm uma reta que é perpendicular a 
7. 


Capítulo 8 


825) Temos MN L te NP 1 t logo, pelo teorema das três perpendiculares (veja 


exercicio 7.5), resulta que MP 1 t Seo diedro fosse reto, a tese seria 
imediata. 


8.26) 


8.27) 


8.28) 


8.29) 


830) 


Basta considerar as  semi-retas 
obtidas cortando-se a aresta t por um 
plano que lhe seja perpendicular. 

. .- 
Como PM é a bissetriz de APB e PN 
é a bissetrz de BPC, então MPN é 
reto (veja exercicio 5.18). Então, o ps 
diedro MIN é reto. t 


Sendo t a aresta do diedro PtQ, como r L pl(tP)esS1 pt(t Q), então t 
forma ângulo reto com r e s, que são retas concorrentes. Então (veja O 
exercicio 7.4) ti pl(r,s). 


Como A é perpendicular à face 
(AB, N), o A MAN é retângulo em A. 
Como NB é perpendicular à face 
(AB. M), o A NBM é retângulo em B. 


“omo NB = MA, tem-se A MAN = A NBM 
'eja o exercicio 6.43). Assim, 
ANA = NMB 


A 
Os tnângulos 4 MCB e A MCA' são congruentes, pois 
são ambos retângulos e têm as hipotenusas 


congruentes e o cateto em comum (veja 
exercicio 6.43). Então, AM = BM. 


Seja AÔA' uma seção reta do diedro AtA', O A AOA' é isósceles, pois OP é 
altura e mediana. Logo, OP é também bissetriz, donde (t, P) é o semiplano 
bissetor de AtA': 


med (AtA') = 2 med (AtB) 


8.31) 


8.32) 


8.33) 
8.35) 


8.36) 


8.37) 


O 


Seja AÓC a seção reta do diedro. AP é 
perpendicular a Õe, logo é perpendicular à face 
(t C) Seja B' e OB tal que OB' = OP Como 4 AB'P 
é retângulo em P, temos AB' > AP. Comparando os 
triângulos OAB' e OAP, temos que OÁ é comum, 
OB'= OPe AB'> AP, logo 
med (AÓB') > med (AÓP) 

Como diedro é agudo, med (AÓP) é a própria 
medida do diedro, donde a tese. 


Escolhendo-se os pontos A e €C de 
modo que AD e CD sejam 
perpendiculares a BD, temos que 
à ABD = A CBD (ALA). O ângulo 
ADC é a seção reta do diedro 
(A, BD, C). Temos AD = CD Como 
DE 1 pI(A,B, C), tem-se AC 1 DE 
Como ÉD LPpI(A, D, C), tem-se AC 
1 BD Então, AC 1 pI(B.E, D), logo 
AC 1 DÊ. Isto mostra que DP é altura do triângulo isósceles ADC, logo é 


também bissetriz: ADP=CDP. Assim, o semiplano (BD, E) é o bissetor do 
diedro (A. BD, C). 


oito triedros 8.34) b) ec) sim; a). d). e), ): não 
a) 13º <x< 157º b) 27º <x< 163º 
10º <x< 110º 


Seja ABC a seção reta do diedro reto. Como AVB e CVB medem 45º, os 
triângulos A AVB e A CVB são retângulos isósceles, logo AB = VB = CB e 
também VA = VC. Mas então o 4 ABC é também retângulo isósceles e 
congruente aos dois anteriores. Logo, AC = VA = VC. Como A AVC é 
equilátero, temos 
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8.38) 


8.39) 


8.40) a) três faces; b) cinco faces; c) sete faces; d) onze faces 


med (AVC) = 60º 
V Coe 
A 


A APV = A CPV, pois são ambos 
retângulos isósceles, com um cateto 
comum e hipotenusa congruentes 
Assim, AP = CP = PV Então, A APC = 
A APV, donde AC = AV. Logo, A ACV é 
equilátero e assim 


med(CVA) = 60º 


a)ec): sim; b)e d) não 


Capítulo 9 


9.11) 


4) 
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a) Se P pertence à união dos dois planos, P deve pertencer a um dos 


semiplanos bissetores, logo P é equidistante de «a e de f. 


b) Se P equidista de « e de 3 (e P pertence certamente a um dos quatro 
diedros), então P pertence ao semiplano bissetor correspondente. Assim, 


P pertence à união dos dois planos considerados. 


Os planos que contêm VA e VB e são perpendiculares 
às faces opostas cortam-se segundo a reta VH, 
sendo H um ponto qualquer dessa reta. O 4 PQR é a 
interseção do triedro com o plano que passa por H e é 
perpendicular a VH. Provemos que H é o ortocentro 
do A PQR. Temos pl (V, P,. H) 4 pi (PQ, R) por 
construção e também pl (V. P. H) 4 pl(V, Q, R) por 
hipótese. Logo, a interseção OR é também 


perpendicular ao pl (V, PH) Assim, OR 1 PR, logo PH contém a altura do 
à PQR. Do mesmo modo prova-se que GH contém outra altura. Logo Hé o 
ortocentro. Assim, RH contém a terceira altura, o que prova que o plano pl 
(VRH) é perpendicular a PÔ e à face AVB. Assim, os três planos têm em 


comum a reta VH. 


9.13) Ponto VA = VB = VC, como A VBC é isósceles, a 


9.14) 


9 15) 


9.27) 


9.28) 


9.29) 


bissetriz VM é também mediana. Logo, AM é mediana 
do 4 ABC. Portanto o pl (V, A, M) contém a reta VG 
que passa pelo baricentro do A ABC. Da mesma forma, 
os outros dois planos contém essa reta. 


Os planos que contêm as arestas e 
são perpendiculares as faces opostas 
cortam-se segundo a reta VH (veja o 
exercício 912). Seja a 1 VH, por V, 
e seja, por H, o plano (A, B, €C) 
paralelo a «. Como os planos (A, B, 
C)e (V, B, C) são perpendiculares ao 
plano (V, A, D), a sua interseção BC 
é perpendicular ao plano (V, À, D). 
Sea r=ampl(V, B, C). Como 
rH BC, temser 1 pl(V, A, D), logo r | VA. Da mesma forma, as retas 
=unpl(V A C)et=ampl(V,A, B) são perpendiculares a VB e VE, 
respectivamente. As três retas r, s, t estão contidas no plano «.. 


Sejam O, e O, os circuncentros dos triângulos 
à ABDe A BCD Asretasres passam por0:,e O; 
e são perpendiculares aos planos desses 
triângulos. Elas são coplanares, pois estão no 
plano mediador de BD e não são paralelas, pois os h 
pontos A, B, C e D não são coplanares. Assim, elas A y 3 
são concorrentes num ponto O, que é equidistante 
dos pontos À, B, Ce D (veja exercício 9.9). 


Basta notar que as duas diagonais desse quadrilátero cortam-se ao meio, no 
centro da circunferência (veja exercício 6.36). 


Ni na”. , B 
Como AB tangencia a circunferência menor, então 
OT1 AB. Então, pelo exercício 9.17, T é o ponto 


médio de AB. 


Como r é tangente, temos OT ir. logo OT 4 BÔ. Como O é ponto médio 


de AB, pelo exercicio 6.47, T é o ponto médio de PÓ assim, OT é 
mediatriz de PÔ, donde OP = 00. 
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9 30) « = 30º 9.31) 3 = 110º 


9.32) Como APB é externo ao 4 BCP, 


med (APB) = med (ACB) + med (CBD) 
q Busb 


“o 2 3 


933) Como ACB é externo ao A ACP, 
med (APB) = med (ACB) — med (CAP) = 


9.34) A perpendicular a u por B 
determina €C =z A O lugar 
geométrico é a circunferência de 
diâmetro AC contida em q. De 
fato. se P pertence ao lugar, 
então ÁPi pI (P, B, C) pois 
AP 1 PBe AP 4 BC assim, 


APC é reto, donde P está na 
circunferência. Inversamente, se 
P está na circunferência, então /a 


AP Api(P,B,C)pois AP 1 PÉ 
e AP 1 BC. Assim, APB é reto. 


9.35) Temos 5 + y = 180º Se o trapézio é 
inscritivel, então « + y = 180º, donde 
u =| e assim o trapézio é isósceles. 
Inversamente, se o trapézio é isósceles, 
então « = /[3, donde « + y = 180º, logo o 
trapézio é inscritivel. 
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93) Sen el são as medidas de dois ângulos opostos do paralelogramo, temos 
a=fe como ele é inscritivel, temos «q + [| = 180º, logo a = À = 90º. 


237) Indiquemos med (&CB) por 2a, de modo que med (AC)= med(CB)= «4. O 
ângulo AGE é excêntrico interior (veja exercicio 9.32). Temos então 


med(AGE) = — Imed(E DE) + a] (1) 


med(CDE) = SImed(ABE)] = - [med(ABE)-«] (2) 


Somando (1) & (2): 


a 


med(AGE)+ med(CDE) = — [med(&DE) + med(ABE)| = — [360º] = 180º 


Ma] 


A 
2 


9.38) O centro da circunferência circunscrita pertence às quatro mediatrizes. por 
ser equidistante dos quatro vértices. Esse É O único ponto comum, pois se 
houvesse outro, as quairo mediatrizes seriam coincidentes 


939) O ponto comum às quatro bissetrizes é intemo ao quadrilátero e 
equidistante dos quatro lados Se por ele tomamos perpendiculares aos 
lados, obtemos os pontos de tangência. 


9.40) D 
a) Seja QD =x Temos 


AB + CD = AD + BC 


donde 
(ar+a)+(b+o)=(a+)+(a+b) 
edai,x=c. 
bj) 4 AMO e A BMN são isósceles. BE MA A 

Então 

med (OMA) = 90º - TA. 
BR 

med (NHAB) = 90º - MEdB) 

ASSIM, 


med (Mj = 180º — med (OMA) — med (NMB) = 


- 10º (00º - MESA) (ge meat), 
é pi ) 


[med(Ã) + med(B)] 


=— 


nt 
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9.41) 


Q42) 


9.43) 


9.44) 
9.45) 


9.46) 


73 


9.48) 
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Do mesmo modo, 
medtÊ)= 5 med (C) + med (D)) 
Logo, 


med (M) + med(P) = 5 Im ed(Ã) + med(Bj+ med(€)+med(D) = 


= [360º] = 180º 
2 
Portanto, pelo exercício 9.21, MNPQ é incritivel em uma circunferência. 


c) Seja O o centro da circunferência circunscrita ao quadrilátero MNPQ. 
Então (exercicio 9.38) O é o ponto de interseção des medialnzes dos 
lados. Mas essas medialrizes contêm as bisselrizes internas do 
quadrilátero ABCD (triângulo isósceles). Logo, pelo exercício 9.39, 
existe uma circunferência de centro D à qual o quadrilátero ABCD é 
Circunserito, 


O centro da superficie esférica & equidistante dos quatro pontos dados. Pelo 
exercicio 9.15, existe um Unico ponto nessas condições. 


E o plano mediador do segmento AB (veja exercicio 8.º). 


E a reta perpendicular ao plano do triângulo e que passa pelo circuncentro 
deste (veja exercicio 9.9), 


Se « É O plano perpendicular a r por À, então o lugar geométrico é q — fá). 
sercareta perpendicular 2 e por À, então o lugar geométrico é = (A). 


SE y e y São Os planos que contém os hissetores dos diedros determinados 
poru e 3, então o lugar geométrico &y w y' —r, sendo ra reta interseção de 
ue). 


O plano pl(A, B, O) intercepta a superficie esférica 
segundo uma circunferência (veja exercicio 9,23), 
na qual O raio perpendicular à corda divide-a ao 
meio (exercício 8.17), 


«= planodacircunterência 

& = centro da circunigrência 

8 = ponio qualquer da circunferência 
[à = plano bissetor de BP 
O=interseçãodere [3 


9.49) 


9.50) 


9.51) 


9.52) 


9.53) 


9.54) 


O ponto O é o centro procurado. 


Basta ver que ambos são perpendiculares à reta que contém o diâmetro. 


Se P vê AB sob ângulo reto, então P pertence a circunferência de diâmetro 
AB contida no plano pI(A, B, P) (note queseP zAePx<B, P não poderia 
estar alinhado com A e B). Se O e r são o centro e o raio dessa 


circunferência, então PO = r, logo P pertence à superfície esférica de centro 
Oeraior. 


Basta notar que os pés dessas perpendiculares são os pontos que vêem AB 
sob ângulo reto e em seguida usar os exercicios 9.26 e 9.50. 


a) te FI pI(A, BN) > MAN é reto 
ris 

b) o osum (A, BM) > MBN é reto 
sir 
PN: AP A ' 

C) - => PNLPpI(A MP) => MPN é reto 
PN tr 


Assim, A, Be P vêem MN sob ângulo reto (veja exercicio 9.50). 


Se um plano y 1 r é conduzido por A, então y L «ey 1 f. Sejas La por À 


(scy).SejatLfBporT(tcy). As retas se tcortam-se em O, que é o centro 
procurado. 


RÓLPpI(A B P)> RÔ! BE. Como APB é reto, BÊ1 AP. Assim 


BPLPI (A, R. P). logo BPLAR Por outro lado, ARB é reto, logo 
AR + BR. Então, AR 4 pI(R,P, B). 
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Capitulo 10 


10.13) Sendo a o lado, temos d=22º=2S, logo 


d? 
S usóm 
2 


10.14) A área do triângulo sombreado é 


1a, BI 
2 2 4 


A área do losango é o dobro desta 
dd, dd 


S=2. 
ZH 2 


10.15)a) BD = 15m 
b) (BD)? + (CD)? = 15? + 8? = 289 = (17)º = (BC)? 
c) 114m? 


10.18) (ADJ = (AB)? + (BD)? = (AH) + (BH) + (BD)? =(AH)? +(BH)? + (HC) 
(AE)? = (AC)? + (CE)? = (AH)? + (HC)? + (CE)? = (AH) + (HC)? + (BH) 


Logo, AD= AE 
0.17)a) DA= DB=DC =2 34 b) S=60 hnh=10 
10.18)a) BC=8 V2 b)AH=242 c)JS=16 
10.19) 40 + 12 42 10.20) 3 45 10.21) 13 


10.22)PB=PF=3/7cm: PC=PE=3/19cm: PD=15cm 


10.23) 24 cm? 
10.24) 5 (96? - 3a? 


10.25) 10 cme J73 em 
10.26) 12 em 


10.27) 5 cm 
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Capitulo 11 


1120) AB = 8/6, BC = a(2+ VB) 1124) 11,25 cm e 29.25 cm 
h bh AP BP b E o 
11.25) x = 22. ms a (e 9 11. h= Ja | 1 21 
e ab PE ROS as ds 


W2rh=vab; AC=/ata+b); BD=b(a+b) 


aP BP 
AC BD 
EP AP BP PE 


Então. — —., donde EP = PF. 
DE -AS RD Do” 


1.28) Como 4 PCD- A PAB, 


BM — PM 
AN PN 
MC OM 


Como 4 QMC - AQNA, — =>— 
Na ON 


Mas BM = MC, logo Eco aa 
PN QN 


1.29) Como 4 PBM -— A PAN, 


1.30) Têm-se a DE qe ADC -2E & comoÊ = À, por LAL temos 


Qs SR QS-SR OR POQ' 
A ABD — 4 PGS 


LI APED-APCES = 


aPFCO-APDA> — = — 


Dividindo: PE . PA logo EF4ÃE (veja exercício 11.2). 


PF PB' 


a. SR 2a, 


M.ggitveja exercício 8.46.) PN = 2 E 


HI 
v 
A 

H 
jo 
EM 
a 
H 
| 


11.33) S = 11.39) AD=4 


126a? 
25 


1.35)AB=9m 
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11.36) MC = 25 cm 
11.37) AD = 8 cm 


ab . ac 
+C' D+c 


TES) X= 
b 


11.39) a) A ABE - 4 DAE, logo EÂM+ MÊA = 90º donde EMA = 90º 


11.40) Veja exercício 11.22) Temos 
DE AD AF AD 


EB AB FC CD 


e como ÀB = CD, têm-se DE = AF 
EB FC 
dEndE DE+EB AF+FC 
EB FC 
BD. AC 
PD. PG 
PB PC 


e dividindo por 2: —— = ——. 
RARE =. 
Portanto. EF /BC (veja exercício 11.2). 
11.49) É 
2 


11.42) AC = 25 


11.43) Tomando AP 4 SÉ, prova-se que o B' 
A ACP é isósceles. donde AC = PC. c 
No A4 BSC: 
2) 
AS. PC 
SB BC 
logo > A 
AS AC 
SB BU 
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11.50) 


11.52) 10 em 
|) rn 
iL5Sajac=b/2; BD=bV5 
by ais 2202. ny - 2055, cr 292, py. DS 
3 3 3 
ALM)AB=4em: AC=4 /3em, BC=Sem 11.55) BS = 9/5cm 
Capítulo 12 
Er ã 
27) S= > 12.8) S= pm 
dx + VR 
Nç) 
129) = 5 


1210) É ta 
; Ri =) 


12.41) aº(v3-5) 


445 


12.12) a(5-1) 
E hoj 


ar? 4rnr? 


12 14) 


12,13) 


a? o 
12.15) (Sm + 343) 
12 


? E Ed 
L (9/3 5) 12.17) de (2 e) 


Cd 24 E b* + cº 


2.18) Pondo AC = 2?ra CB = 7r. a ârea vale 
s-Eqar2 E Epa 
4 + 1) 2 >. À 


Por outro lado, tem-se (CD) = (AC)-(CB) = 4rr. Assim, o circulo de 
diâmetro CD tem área igual a 


5'= ÁS | ” Sia Dias LDO arr'=S 
2) 4 4 

DJapítulo 13 
13.7) (n-— 1).720º 13.8) cinco faces 
13.9) sete faces 13.10) onze faces 
13.11) 7 920º 13.12) 3 600º 
13.13) seis faces 13.14) 3h 
13,15) sete faces 13.15) cínco lados 
13.17) 1 080º 13.18) 8,= 222; d = 78 
13.19)h = 13: d = 4221 13.20)2,3€4 
13.21) cosa = E ou = ou a 13.22) 6 cm, 8 cme 24 cm 


es —s E 
13.23) Tomando sobre SP q ponto M tal que OM = 1, este segmento OM ser visto 
como a diagonal de um paralelepipedo reto-retângulo cujas faces (aquelas 
que contêm O) estão contidas nas faces do tredro. às dimensões do 
paralelepípedo são 


s45 


OM;=a=cosa, OM>p=b=cos 


e 


OMa=€C=cosy 


e COMO 


(OM) = a? + p? + c? 


obtemos 


cos? a + cos? | + cos? y = 1 


donde 


(I-sena)+(1-sen'B)+(1-sen?y=1 


e então 


13.29) tga = 


A Rs 


13.26) 2 cm, 6 cme 10 cm 


13.28) Elas são iguais 
13.30) 6/2cm 


1323) cosa = 


Q|- 


13.34) x 42 
1336) a(vV2 —1) 
13.38)kêS 
1340) É 

17 


1349)a)d=72cm 


13.42)4 cm, 6cme9 cm 


13.44) a* Jô 


2 


sen'a+sen p+sen'y=2 


b) S,= 158 cm? 


13.25) 192 cm? 

13.27) três recipientes 
e 

13.29) e 


13.31)33 


13.37) 6x(2d + x) 


13.39) NC 


c) V = 120 cm? 
13.43) V = 15 cm? 


E 
13.45)S = 3d V= o 
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13.46) V = 48(3- 43) em” 


[3.47a) d=53em b) Sa = 25 em* 
c) S, = 100 em? d) S, = 150 em” 
ev = 125 cré 

[348)a)a=4/3em b) So = 48 cm? 
c) S, = 182 cm d) S: = 288 em” 


e)V=192/3cm? 


1349) V = 16 42 em” 13.50) V = 3 43 em? 
351 ve 
8 
|3.52)a)a=6cm b) d=6/3em 
c) S, = 144 cm? d) So = 368 cm? 


e) V = 218 cm” 


13.53) 2 cm 13.54) V=3 SãScré 
13.55) a = 36 
4.56) a = 243 Sage 2. V E em 

o fm 


13.58) S, = 2(d-x3)7, V 8 (a x 43) 


13.59) V=1642 em? 13.60)a =6 


13.61)a=12cm 


SB40D0 a 125000 a 
Mm e em 


13.62) 1000cmrº, e 


ai ri 
13.63) 216 cm” 13.64) 1 000 cm” 
13.65) 1 104 cm? 13.56) 13 

13.67) S, = 150 13.68) 6 cm 
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169) a = S/3 


3.71) 1042 cm 


3.73) d = 29cem 


ds 
Pal 


43.70) a= 


13.72)d = 50 cm 


3.74) 2242, Igu=1 e avF, Igor = 248 


175) dm? enem e dm srnê+ Im 


1.7 7)4,5 em 


37920 cmne 12 42 em 


Z 2 f2Q z 
Bia aa a* 30 a? 39 


5 
1B3)2a =B em 
3.85ja = 16 cm 


3.87) 154º 43 


z 
3 89) PER 


13.76)5S=-(p+raq-+rrna 
13.78)2a e a 45 


13.80) 2/122 e 2/197 


- 13.82) 13 cme 3497 em 


13.84) 33º V2 
13.95) 4a” 42 


13.88) 156043 cm? 


3 50) (parimetro = 30 e altura = 2) ou iperimetro = 10 e altura = 6) 


391cos q = a 
4 


245 
Ec 


92/Jaja= 


e) S,= 25(1+24/33 


3.93) as 


b) S,=4543 
25 JS 

dy V= 

) fa 
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2 a 
13.94)3)5, = pgto, b) S, = 3h 


4 
n216+ 3) NB 
c) A nPee RM = d) A 
13.95) h= 1%2- 42) cm Ga LIT ND) cm 
7 14 
13.96)a = Y5 
13.97)9)S,=5 cm? b)s, = 50cm” 
c) S1 = 60 em? d) V = 25 em” 
13 98)a) Sp = 3a? bis, =a*(5+ 45) 
o S= a (11+ 45) dV=3a? 


13.998, =(220+72/3)cm?: V = 180 43 em? 


1 2hº 
a AO V = É 
13100) & 13.101) E 
13.102) V = 5 760 em” 13.103) V = 32 43 cm 
13. 1D4jy=a*v3 13.105) V = 44º 43 
2,106) 4 = 4 500 em? 
2 2 q 
3.107) 2) 22Y8 b) a2b Bt: 
4 2 
3 a? 
13.108) 1 825 Mm 13.109) V = + 
13.1103h= 1043 em 
9 
13.111) MY =1 137 000 em 13.112) V = 6050 cm” 
13.113) 2 cm, 2 cm, 2cm, 4 em 13.114) 2 520 cm? 
13.115) V = 1 440 cm? 13.116) q 


450 


? 
13117)aj22ea 45 bj se Ci 


aJ21 E 2a J21 
7 


13 118] a = 4cm: Guaso = 4 42 em, d=4 J3 em 


13119 


a JB 
q 

13.121) 144 crÊ 

13.123) 36 42 m? 


13.428) cos u = = 


noel dE 


13.129) 15/2em “2 em? 


13.131) 2 a37B cm? 
13.133) 30 


13.135) 300 em” 


13.137) 


8043 
3 
13.139) V = 672 em” 


Capitulo 14 
14.9) a) 720º b) 1 080º 


14,10) onze lados 


15. 120) 5 “VS 


13.122) 28º 


Sº sena Cos u 
a 


13. 124)V = 
13.126) 30º 
13.128) 120º 


13.130) ST? + 545 + JEB) 


13.132) 150 em” 
42.134) 16m" e 8 43 m 


13.138) a (24/2 + 43) 
13.138) 200 em? 


43.140) V = 480 cm” 


c) 1 440º 


a) tn- 1)-360º 
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L11)5Se VÊ & a altura da pirâmide, então VÔO é perpendicular ao plano da base. 
logo 


E: V 
Vo 1 AB 
Por oulro lado. AB 1 VÊ, pois VP é a altura da 
face lateral, Assim, ABL pl (VGP, Portanto, 
pi (VAB) 4 pl (VGP), pois pl (VAB) contém uma 
reta que é perpendicular ao pi(VGP). e 
= 
G (o) 
12)x = Ea co i 
a-h E 
é 2 Hº? JE ê 
-«1313) aresta lateral = pi altura = det erga 
ApÉ z -! > 
b) aresta lateral = pa |» altura = dia, 
2 2 
2 qa? far? Da? de 
ara) SOB! aí b) Nab' - 2a” e vb?-a? 
a 2 
15) 20 em 14.18) 48 em 
EP 14.185 cme 4 45 em 
119) 90º 
20) à) 4 bj 10 cn(n-3) 
.21)9 42 cm 14.22) at VE - 2) 
3 
LEI) COS = — id.24ájcos as e 
25) sen u = - 14.26) cos (BÃC) = 43 - ã 
27) av2 14.28) sen 6 - sen ct 
4 3) 
a 3 
Bicos pe CS senao. 44.30) sena = 242 
cos cos | 3 
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a/26 


14.31) 14.32) 6 cem 
14,33) ASA 
3V3 
14.34]8 em ou B cm 14.35) 8, = (1+V2)cm? 
14.36) s,= 5 em? 14,37) 81 cm? 


138) VBE=VC=17em S=1200em” | 14.39/99cr?e 148 434 cm? 


14.40) a) 2487 b) 3 J7ã SR 
ijaap2 o E b) 2a? cy 38º 43 
14.42) a) a cm e nicá em bj ÃO cm e 2/2cm 
c) 5 cm e tem 
a aJ3 3a 
td 4a) — b E — 
ja) a ) ) 2 
14 44]3a” 14.45) 192 J3 cm? 
14.46) 720 em? 14.47) 432 cr 
14 48) 43? 45 14,49) 124 43) 
E is é a? Ex 
14.50) a) ii JT) bja? (1+ 42) o 5 (8+ cd 
14.51) 100 (2 + 43) crê 14.52) (AS + 439) 
14.53) 2a? 14.54) a 
* faa 
26 a2 38 
14.55) É> 14.56 
Er: de 
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Sra cm 

59) av2 

61) ES 
16 


63) = 


dio 


65) x=>—— th = altura da pirâmide) 


.58)7.5 cm ou 1,5 em 


.68)8) S, = 25 em” 


c) SM = (25 + 5 4281) em 


69ja) S, = 8emé 


e) Sq = (24 + 8 J3Jem? 


7034 = 125 43 cm? 


.71)8) So = 443 cof 


o S=3243 em? 


. 7239) Sp E 6 cm 
c) S, = 27 em” 


ZM = 16 48 em” 


12542 e 


LTS) V = 
gs 


76) 4,5 em 
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jam) É! 
3 


h? 
14.60) - 


14.52) 10 em 


b 
14.64) ne 


14.87) 45 (47 — 3) (2/8 = 47) 


bjs, =5/281 em? 


dy = EE em? 


bis, =(16+8 43jem” 
dad) V = Sº mo 
E 


bjs =28 J3 em? 
div = 32 cm? 


bJS = 2t cr? 
d)V = 6 cm” 


44. 7412 cm 


a2/8 


Jari v= 
5) 


nTBav= v- 
2? 
14.79] iodo A Bophe 


14810 ponte P divide o tetraedro regular em quatro 
pirâmides, com vértice em Pe bases em cada face 
do letraedro. às distâncias u, v, wet de P as 
faces são as alturas destas pirâmides. À soma dos 
volumes das quatro pirâmides é igual ao volume 


do letraedro, Se S&S é a área de uma face do 
tatragdro, temos. 


eim Jia A aa eat sn 
3 3 3 3 3 


onde h é a altura do tetraedro. Dai, vem 
ur+vegm+t=h 


14 B2)V= = 14,83) V = 
14.84) v= É sá 14.85)V = 
14.86) v = 303 
Fa] 

14 BBJV = 2h” 44.89) V = 
1480) v= 2 ka 14.94)V = 
14.92) V = de É 14.93)V = 
14.94)V = e 14.95) V = 
14.96) V = a! v6 14.97)V = 


Em 


qa 87)v= À NE 
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— 
' 


4.08)V= e cri 14.99)V=12/1 


4.100) 68:1 14.101) 4/1 
4. 1023V = E 14.403) V = E 
4.104) à) E b) Es 

1.105) V= da 14,106) V = 3 cm 


1107) V=6em 


3 
1108) 8.5 em 14.109) V = Laio 
3 
110) V = Ee 14.111) 864 em? 
.112]V = 2550 JScm* 14.113] V = 218 em” 
ia v=elm 14.115)V= Se em 
3 2 
3 5 4 
neve ê J sait E em? 
12 9 
Rar 
118) 31 14. 11MV = 40 As 
Edo! 
31º 6 AS 
bjs = Es = 
ai 5 25 
121)V=1125/2 cm? 14.122)a= 233 cm 


12HSe MN = a é a aresta do octaedro, então AC = 2MN = 2a é a aresta do 


3 
tetraedro. Para o oclaedro regular, temos V, = E se (veja item 14.3) e para 


o tetraedro, temos 


155 


Va (2a)/2 8a'/2 
2E = 


(veja exercício 14.1). 


12 12 
Assim, E a 
Vo 2 
A 
M PÁ 
BRT Ns 
ANTAS 
N / 
Cc 
14 124)b= av2 14.125) b = 22 
2 3 
14.126) a(2 - 42) 14.127) 23? Y3 
14.128) J2m 14.129) cos a = -5 
18 
14 130) =— cm? 14.131) + 
ya 26 
7 
19/132) ca 14.133) 1:7:19 
19 
14.134) 1: (2-1): (13-42) 
14.135) x= «Do (h = altura da pirâmide) 14.136) JL 
EA E io 
14.137)2 em 14.138) 4 J3 cm e 20 43 em; J481 cm 
14.139) 9 3 cm; 6 /3 em 14.140) J3 cm; 15 cm 
-b)V6 
14.141) 10 cm 147140) = DINS. e 
14.143) sa 3. a-b; 45º; facnita 
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4.144) 15 42 cm: 10 45 cm; 5419 em 
4.145) a) 380 + 34 43 cm? b) 616 cm? c) 720 + 204 3 cm 


4.148) 1280 em” 


4 147) a) 22º 39 b) 8a? J5 c) 128º 7 
4 148) 3 480 cm? 14.149) 23 43 em” 
4.150) 180 43 em? 14.151) 45 /15 em? 
4.152) 392 cm? 14.153) 8 97 cm? 
4.154) 405 47 cm? 14.155) [o SÉ Jm e [88 hem 
4.156) 162 47 em? 14.157) Re 
4.158) 70 cm? 14.159) 2P 
a+b 
4.160) 6 em 14.181) 2 cm e 10 em 
1,182) E em 14.183) 2 em 
4.154) 12 em 14.165) ass 
1165) 24 mº 14.167) 38m e51m 
4.168) 32 m 14.169) ç 
1.170) 3 cm 
1 171)3)5,=36 m2e 5; = 16m? b) Vi = Sm 
1172)V = 140 cm ja. 173)V=1072cm 


LITayv= 438 43 m 
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14175) V= a em? 140 a 


14.177) 4 = 7043 com” 14.178) V = ae cio 

608 E 
14.179) V = Edi 14.180) 114 43 em? 
14181) v = 11248 cmo 44.182) V = Er m? 
14183) V = 672 em” 14.184) V = se mê 

7642 
14185) V = a mº 14.186) Não existe o tronco. 
14 187)Vv=78/3 em' 14.188) V = 52 /30 cm” 
14.189) V = 488 cm” 14.190) V = ras em” 

E | 

14.199) V= — 44.192) V = 19em” 
14.193) V = 2 688 cm” 14,194) V = 13 584 em” 
14195)5cme 7 cm 14.196) Silva em? 
14.197) V = 1 140mº 14.198) V = 218 m” 
14.199) V = 1 029 m” 14.200) 3 eme 5 cm: 15 cm 
Capitulo 15 
153) A=15cm V=9 ISA A=21,V=12 
15.5) V=20 15.6)F=5 
157) A=23.V= 14 15.8) V = 12 
15.9) 14m rad 15.140) triângulo 


15.11) pentágono 
459 


5.12) hexágono 15. 13)F=4 
5. t4jdez faces trangulares e duas pentagonais 

>. 15) lrés faces quadrangulares e cinco Hhexagonais 
5.18) 127 15.171 V = 10 
5.18) V=5,A=0 F=6 

1ijTemsev=F dondeA=V+F-Z=2(V-14. 

5. 20) não 


ain-2)+ b(m-2) + Cit-2h a 


A Vs 
2 


- 22) cinço quadriláteros e dois pentâgonos 


23) V=n+1 15.24)A = ad 
.25)V = 21, 4=35 15.28) V = 19 
27) F=8 15.28) A= 117 
20) F=23 
1.30) par 15.31) par 
I2)A=5;V=g Fa2 15.33)A=10,V=8B/F=S 
IG A=28,V= 12 f=17 1535) A4=9, V=7F=3 
SMA=2nv= 9 F=9 15.37h= SL 
a 
| 2S 3v 
-s8)p ES so 
38) 15.39) a 
av J3 ; E 
& jo) pede d | É 
ea 15.41)9º V3 
 42j65º 43 15.43)2 43 
a: 
44) + 15.45) 171 
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“2 
15.46) “É 
3 


15.48) s 


A 
1550) a) 
9 


15.52) 18 


1554)F=5 
15.56) A= 15 


15.58) 5 780º 


Capitulo 18 


153) ajr= ÃO em 


e) 8, = 3x0 cm? 


16.4) V = 1672 em 

16.6) ajr= 248 
3 

16.7) a)V=5r 


Jv=6/3-T 
4 


16.8) h=2em 


15.47)4:1 
15496 :1 
15.51)8 43 em? 


2 
15.53) seco 


15.55) Ga” 


15.57) V = 16 


Ki 
A 


d)S= G(3+8 43) em 


D) Sb = 


crm 


3 
bih= o 
à 2 CM 


dy S, = n(20 + 3,70) cm? 


15.5) r= ecm=54cem 


“2x 


a 
bv= demo em” 


b)v = 6 434 


1 
16.8) 2 
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Ji sa 
apra A pis a 


2x Yan? 
1jr=Bem 
LA, AJA 
AZja)r= b)V = 
Fe 2Yx FERE 
43) = 16. 14)V = 6,9x em? 
6 poa 
ASjajr=a E b) a embalagem cilindrica 
16) E48 18.147)v= Fl 
a 4 
2743 nv3 
AB 18.19 
! 9 er 
20) V = aa 16.21) S = 257 43 cm? 
mal 
22) E vt 16.23) FS 
2 4 
24) 8 em 16.25)336 em? 
261247 cm 18.27) 1 920 em? 
28)r=5 43 cm; h=15 em 16.29) 6 cm 
a? 
30)1:2 1539) 
dz 
5 
32) 90º 16.33) O 
34) 20 43 em? 16.35/a” 42 
36) ave em 16.37) 256 43 em? 


dÃo 


15.38) So 
18.40) 4 968 cm? 
15.42) 3: em? 

15 44) à /6 


15.45) 25 43 


1542 25 


6.48) EH En = Gm 


2 


E 50) a 


6.52) xS 
8.54) 8:1 


6.58)27:3 


A 
6.58) dE 


860)2:1 
662)242:x 


B64)1:1 


6.66) Gan 


di(3+ 2743) 


6.68) E 
IL 


8.70) 200x cn? 


16.39) 640 er” 


18.41) 12D er? 
18,43/25 42 cm 
16.45) 29º V6 


16.47) 180 43 em? 


16.49) mt? 


18.51)4:1 


xt 3 
q 


16.53) 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


arte | 


9) 
2) 
3) 
4) 


o) 


5) 


º) 


5) 


Ela tem dois pontos distintos que pertencem ao plano (postulado P6). 
Mesma justificativa do exercicio anterior. 
a) infinitos b) infinitos ce) um d) um ou quatro 


um ou quatro ou seis 


a) Se AB nr=(P) entãounpitA. B Cj= EP. 


bj) Se AÉ 4 r então um pI(ã, B C)é a reta por C, paralela à reta r 
(teorema T4) 


a) Serfu, então rma= tg. 
b) Serfurawv tomeA eu SeA cr entãorme=(A] SeÃerseja(i=pl 
(r. À). Pelo postulado P8, um p=s. Sea rms = (P) Então ma =P). 


a) Sev Ftpi(A B C)=[f entãounhb= 2. 

b) Sea não é paralelo a [3 =pl(A, B, C), é claro que Gas retas AB, AC e 
BG, no maximo uma poderia ser paralela a w. Assim, duas delas luram 
« em pontos distintos Pe Q. Então «mp = PÔ. 


ajsSe DE 4 AB então DÊ Aas Bd. 
b) Se DE e AB são concorrentes, DE n AB =4P), então DÊ nes (P). 


Fareta AB. 
Tome o plano [5 porre considere a retat=a np. 


O plano [3 = pI (A, E, F) intercepta « segundo uma reta s que passa por À, 
Se FÊ 4s, então FÊ nu= O. Se EF ns=tP) então EF nu=tP) 


um, dois ou três planos 

reversa ou concorrente 

reversa, concorrente, paralela ou coincidente 
reversa, concorrente cu paraleia 

paralela ou coincidente 

reversa ou concorrente 


reversa ou concorrente 


1149) 
20) 
121) 


122) 


123) 


1.24) 


1.25) 
1.26) 
127) 
128) 
129) 
1.30) 
1.31) 


1.32) 


133) 
134) 


135) 


reversa Ou concorrente 

reversa, concorrente ou paralela 

reversa, concorrente, paralela ou coincidente 

Seres são concorrente a reta t, concorrente com ambas, OU passa pela 
interseção delas, ou esta contida no pl tr, s) (veja exercicio 1.2) O mesmo 
deverá ocorrer com as outras sele retas. 

se a figura tem menos de quatro pontos. ela é plana. Se ha mais de quatro 
pontas, tomemos os pontos À E e C. Qualquer outro ponto forma com A, B 
e C um conjuntos coplanar Assim, todos os pontos da figura pertencem aa 
plano plí(A, B. C). 


Todas estão contidas no plano paralelo ao plana dado, conduzido pelo ponto 
dado. 


reversa ou paralela 

reversa ou concorrente 

reversa, concorrente, paralela ou coincidente 
reversa ou concorrente 

paralelo cu secante 

paralelo, secante ou « contém a reta 

paralelo ou «q contém a rela 


Se r não está contida em f e é paralela a uma reta de [i, então 1 /? |5, logo 
rianB Serch entãor=zonpe nestecaso sum. 


Basta tomar retas paralelas à interseção. 
Earetaamnpl(A, 1. 


Se [| é o plano paralelo a «x conduzido por À e Pé o ponto onde r fura |, 


então a reta pedida é AP. Se A er. qualquer reta por A, contida em fy, 
salisfaz. 


Parte Il 


11.1) 


11.2) 


Se dois lados opostos fossem paralelos, haveria um plano contendo os 
quatros vértices, o que é absurdo, 


Se as diagonais fossem coplanares, todos Os vértices pertenceriam a um 
mesmo plano, 


aro 


11.3) 


11.4) 


11.5) 


6) 


11.7) 


11.8) 


11,9) 


11.10) 


1.11) 
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a) F b) V co V d) F e)V 


Temos med (APB) = med(CPD), logo 
med (APC) = med (APB) + med (BPC) = 
= med (CPD) + med (BPC) = med (BPD) 


med (APB) = med (APC) —- med (BPC) = 90º —- med(BPC) e 


med (CPD) = med (BPD) — med (BPC) = 90º — med (BPC) 
Assim, med (APB) = med (CPD) 


med (BÔD) = med (BÔN) + med (NÔD) = med (BÔN) + med (CÔN) 
med (AÔC) = med (AÔM) + med (MÔC) = med (MÔB) + med (MÔC) 


med (BÓÔD) + med (AÔC) = 
= [med (MÔB) + med (BÔN) ] + [med (MÕC) + med (CÔN)] = 
= med (MÔN) + med (MÔN) = 2 med (MÔN) = 180º 


A 

Basta notar que o ponto M, interseção das diagonais, é 

ponto médio de B5, logo AM é altura e mediana do 

A ABD. Assim, este triângulo é isósceles: AB = AD. B D 
C 


se AC = BD, então, pelo L L L, A ADC = A 
A BCD, logo ADC = BCD. 

Mas med (ADC) + med (BCD)= 180º, portanto p 
ADC e BCD são retos. 


Veja a figura do exercicio |1.7. Como ABCD é losango, suas diagonais se 
cortam ao meio (exercicios 6.37 e 6.35). Assim, no A ABD, AM é mediana. 
Como esse triângulo é isósceles, resulta que AM é também altura, logo 
AM 1 BD (exercício 6.11). 


Veja a figura do exercicio |l.7. No A ABD, AM é mediana, logo é também 
bissetriz interna (veja exercicio 6.12). 


Pelo exercício 6.48, BÃD = ABC, logo 4 ABD = A BAC (LA L). Assim, 
BD = AC 


11.12) 


11.13) 


11.14) 


11.15) 


11.16) 


11.17) 


A 


Veja exercícios 6.38 e 6.39. Temos 


Mmp= LCD e PN=LAB 
2 2 


donde 


MN = MP + PN= > (AB + CD) 


b-a 
2 
24 cm 
A 
Prolongando a mediana até o ponto D tal que 
MD = AM, obtém-se o paralelogramo ABDC. No 
A ABD, temos AD < AB + BD. Como AD = 2 AM e 
AC = BD, vem 2 AM < AB + AC e, assim Bi a e 
AM < ABLAC j 
2 RS 
D 


Veja a figura anterior. Nos triângulos A ABM e 4 AMC, temos 


AM + = >AB e AM + ET > AC 


Somando, vem: 2AM + BC > AB + AC, donde 


q AB+ AC -BC 
2 


AM 


Aplicando o exercício 11.15, temos: 

Ante AB + AC 

AB + BC 

CE =s 
2 

AC + BC 

o ==: 
2 


BN 


Cr 


Somando: 
AM + BN + CP < AB + AC + BC 
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11.18) Aplicando o exercicio I| 16 (veja a figura anterior) temos: 
AB+ AC —-BC 

2 
AB+BC - AC 

2 


AC+BC-AB 


AM > 


BN > 


CP> 


Somando: 
AB+ AC+BC 


AM + BN+ CP> 2 


[1 19) Seo A ABC é isósceles. então B= É e assim, 4 BCQ 
=ACBP(AAL) Portanto, BP = CQ 


1.20) Sendo PA 4 RO, o A A'BP é isósceles de base BP 
Assim, suas alturas relativas aos vértices da base 
são congruentes: PR = BS. PSHQ é um retângulo, 
logo PQ = SH. Assim 

PR+PQ=BS+SH=BH 


11.21) Sendo BO H BC, podemos aplicar o exercicio 
anterior ao A AB'C' Temos PQ + PR=BH=AS. 
Como PT = SM, vem 

PQ+PR+PT=AS+SM=AM 


-- 1 


1.22) No A ABC, temos MN 4 BC e MN= + BC. No 4 BCD, temos PA // BC e 


MN 


1 , .- 
PQ = 5 BC. Assim, PÁ 4 NMe PQ = NM, o que significa que MNPQ é um 


paraleiogramo (veja O exercício 6.41). 
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Parte III 


1.4) 


111.2) 


111.3) 


111.4) 


11.5) 


116) 


111.7) 


111.8) 


111.9) 


Considere o plano « que contém A e é perpendicular à reta r. Pelo exercicio 
7.17, toda reta que passa por A e forma ângulo reto com r está contida em 
a. 


Se a reta r passa por P e forma ângulo reto com as retas concorrentes s e t, 
então ela é perpendicular ao plano determinado por s e t. Pelo teorema T20, 
essa perpendicular existe e é única. 


Tome porAaretas,sLa earetat t/r Serea são obliquos, é claro 
que s e t, são concorrentes. O plano À = pj (s, t) é perpendicular a « (pois 
contém s) e paralelo a r (pois contém t). 


fla 


A reta r não está contida em «a, podendo ser paralela, perpendicular oL 
obliqua a q. 


BD» pi(A.B,C): BC L pI(A, BD) 


Sestarca, seja À a interseção des ea. Tome emu a reta t que passa 


por À e é perpendicular a r. o plano & = pl (s, t) contém s e é perpendicular a 
r. 


Como BÊ forma ângulo reto com duas retas concorrentes do pl (r, s). tem- 
se BC Lpl(r.s). logou 4 pl(r.s), pois q contém BC. 


Sendo M a interseção das diagonais do losango, e sendo isósceles o 
4 BDP, tem-se PM 1 BD. Além disso AC 1 BD. Assim, BD é perpendicular 
a duas retas concorrentes do pl (A, €, P): BD LpI(A CP). 


10) Como ED iu e AC 1 BD, a reta AC forma ângulo reto com ED e BD, 


logo 
AC LPpI(B, D, E) 


eassim, ACI BE. 
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A B 


11.141) Como BD : MÊ e BD 1 PM, então BD L pl(M,C.P) Assim, BD PC. 


11.12) Seja |; O plano que contém r e é perpendicular a a. Set = « m [3, tome por A 
aretas | t Comos + fJ, tem-se que s forma ângulo reto com a reta r. 


1413) Como BÊ | PM e BC 1 AP, então BC é perpendicular ao plano pl (A, P, 
M). logo BC 1 AM. Assim, AM é altura do A ABC e como este triângulo é 

es 

isósceles. AM é mediana Assim, Méo ponto médio de BC. 


11.14) Se M é O ponto médio de AÊ, temos AB 1 CM e AB. DM, logo ÀB 1 pl 
(C. D. M). Assim, AB1 CD. 


1115) Como A ABC e A BCD são 
equiláteros. se M é o ponto médio de 


BG, tem-se BC LAM e BC.DM, 
logo BC L pI (A M, D) e assim, 


BC 1 AD. 
11.16) 180º — 24 111.17) 180º — 2a 
11.18) 360º — 4a HL19)0º<u< 15º 


11.20) « <x< 360º —- 3a 


Parte IV 


V.1) Se o centro da superfície esférica dada é O e o ponto de tangência é A, 
então o lugar geométrico é OA — (O, A). 


V.2) Sea=pl(r,s), então o lugar geométrico é o plano ) 1 a e equidistante das 
duas retas dadas. 
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7.3) É a união dos deis planos paralelos ao plano dado, é a distância r dele. 

W4) Éa superficie esférica de diâmetro AB. 

5) No plano do trapézio, as mediatrizes dos lados encontram-se num ponto O. 
O lugar geométrico é a reta por O, perpendicular ao plano do trapézio (o 
ponto O é o centro da circunferência circunscrita ao trapézio). 


46) E a reta perpendicular ao plano do triângulo, passando pelo seu incentro. 


4.7) É uma circunferência contida no plano dado, cujo centro é a projeção 
orioganal de P nesse plano. 


WB Sejam À, Be C as interseções das três retas com um plano perpendicular a 
elas. O lugar geométrico é a reta paralela às retas dadas, passando pelo 
circuncentro do A ABC. 

v9) É a união dos dois planos paralelos ao plano dado, à distância a dele. 

4.10) 60º 4.11) 160º 

12) 40º, BOº E 60º 


4 13) É a circunferência de diametro PÔ. 


Mig Ea interseção do circulo com a circunferência de diâmetro [e 


|V 15) 105º [4.48 32 em” 

17) = 14.18) 65 cm 

14.19) a) 48 em? b) 3 em c) 4 em 

[4.20) 4 em IV.21) 68 em, 40 cm e 38 cm 
IV 22) 576 cm? 4.23) 336 em” 

IV 24) 3 em 4.25) Ba 

14.26) 17 em V.27)3:2 


MN. 28) 5 cm; 19 cm 


1.29) a) Jab: 5 Ee 
JD 
vaga= Sb? + be 4.31) be y2 
broc 
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V.32) a IV.33) de 
3 a 


1V.34) a v2 IV.35) 245 cm e 4/5 cm 
1v.36) *Y lv.37) 6a 

z 
Ni28) £E = 2v2 1V.39) 37 

o 4 


V.40) Pelo teorema de Pitágoras, temos 
xePa(y+?=(+y? 


donde, simplificando, vem 
r(x+ry+m)=xy 


(2x +2y +21). 


VM 41) S=pr= r=r(x+y+rn)=xy 


2 
3/ = 
IV.42) E IV.43) 343 em 
» 4 
1V.44) 242 em IV.45) — 
13 
1,46) 60º IV.47) 2R?senÃ-senB -sen(A + B) 


.48) A área é dada por S=pr= ae . Assim, abc = 4pRr (veia o exercicio 12.2). 
r 


441 — 
1V.49) a [V.50) 3x + VB cm? 


Parte V 


V.1) 12a, 15a, 16a 


V.2) [aresta da base = q altura = +) ou aresta da base = pe altura = 3) 
2 4 a 12 
V.3) (12cm 4cme 3cm)ou(5cm, 7+v23cm e 7- /23€em) 
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V.8) avê 
3 
vB a em 


V10) 3cmeBcm 


4.12) 4(42 +2/10jem 


2 
vis 2 
2 


4.16) 32 emé 


V.48) 30 cm? 
V.20) 50 em 
vozal e av? 
V 24) 720 4 em? 


v.26/)2 em 


V.28) 240 em? 


e 
v 30, DS 


s| 


Sie 
v.39) dao 


S/s 
NB) es 

26 
V.36) 96 cm” 


3 
V.38) pe 


v.5)2cm, 2+J3cm e 2- 43 em 
W.7) 60 em 
“9 6 em, dócme 15 cm 


V.11) k metros 


56411 ee 


va 


V.15) 240 em” 


Vai? 4481 em? 
V.18) 250 em” 
V21)5cm 


ar yz 
2 


V.23) 


V. 25) 540 cm? 


V.27) 270 cm 


v.29) ab(V3+1) 


v.31) 


e 


Y 33) 1 680 em” 


e 


Ega 
8 


ii 
v.37) 2 2 


3 
EPs | pes J2 
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V. 48) 400 em” 
4.50) Sem? 


V.52) dm: tdo dm) 


V5a)ajg=al+cê- bp? 
v 55) 25.2 em? 


V.57) 24 43 em? 


* 59) 225 em” 


V.55) 2(43 - 9m 


JR 


Xá + 
VB >= al donde 


JB, 


VB, 
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vB, - =, donde Bo - vB, 


h 
VS) — 
2 
42º 
Vas) — 
27 


V45)3:1 


a" y3 


var) 


V 49) 400 cm? e 100 em” 


51) 15 (48=1) 


W 53) 38 em 
bjo + zº — y 


sé 
v se) 3848 


V. 58) 45 


4.60) 560 em 


vB2)8:19 
a. do 
v.64) Do pf 
2 2 
B, 


Assim, JB, - JB, Ea (JB — JB), donde 24B = JB, + VB, Elevando ao 
quadrado; 
4B=-B,+B,+2 BB, 
donde 
Soc abalo dd 
2 
Sabemos que o volume do tronco é 


V=5(8,+8,+ 5B;) 


ÁsSIM, 
Va o(B,+ Bo EEiBa 5 E, +B, + 48) 
467) 8 cm V.6B) 22 cm 
Veg) 7547 em? v.70)81 cme 17 em 
v.71)3 453 em V. 72/18 118cm? 


V.73) 17 cm, 4 4/28 cme 889 em 


V. 74) 19,5 mº V.75)40 48 cm? 


Parte VI 


VI 1) (Veja exercicio 2,12) Areta y má passa por 0 e é paralela ao plano q. Pelo 
BXErCIGIO 3.28, yNSCB. 


vYI2) Tome por O o plano Ha A retar fura p em À (exercicio 3.25) A reta 
procurada é DA. 


v1.3) (Veja exercicio 1122) Os dois segmentos são as dingonais de um 
paralelogramo. 


V1.4) NoAABD x<atd 
NoA BCD x<b+c 
NoA ABC y<a+rb 
Nos ACD y<c+d 


Somando: 


2x + 2y<2Za+r2b+ 2c + 2d 
donde 


x+y<carb+c+d 
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V1.5) NoAABP:a<AP+ BP 
No 4 BCP:b<BP+CP 
No 4 CPD c<CP+DP 
No A DAP: d< DP + AP 


Somando: 
atb+c+d<2(AP+BP+CP+ DP) 
donde 
a+b+c+d<2(x+y) 


V1.6) Os triângulos BB'M e CC'M são 
congruentes, pois são retângulos, têm 
hipotenusas congruentes e um àngulo 
agudo congruente. Assim, BB' = CC". 


VL7) Sendo SA' 4 BC, os triângulos ABS e 
ABS são congruentes (AAL) Assim, 


AS = A'S Mas AS e SC são cateto e 
hipotenusa do A A'SC, logo AS < SC e 
então AS < SC. p<A E A 


.8) Péo pé da bissetriz interna relativa ao vértice € 


V.9) O A BID é isósceles, pois BID = IBC = 


IBD. Assim, BD = DI. Da mesma forma, 
CE = El, então D E 
BD+CE=DI+EI=DE 
B C 


V.10) Basta notar que AE = DF = BF e que ED= FA = CE. Assim, 
AE + ED+ DF +FA=BF+FA+BF+FA=2(BF+FA)=2 (AB) 


V.11)a V1.12) 90º + 2 
+ Neara 

43) Ed 

/1.13) 2 
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VI1.14) Temos: e, = 180º — ii, 
ez = 180º — (2 


en = 180º — in 
Somando: Se=n: 180º- S. 


Como S, = (n - 2) 180º (veja exercicio 
6.42). 
Vem Se=n- 180º —- (n — 2) 180º = 360º 


V1.15) quadrilátero 


V116) Tome porÃoplanof Lrearetas/aunf Aretas éa reta procurada, pois 
s//a e forma ângulo reto com r. 


V1.17) Observe a figura. Como VÃ 1 pI(A, B. C). pá 
tem-se VA 1 CE. 
BCLVA| aa a 
= BC 1 p(V AD) >HH' 1 BG 
BC 1 vD| 


RE = CEL pv.A8)= VB CE 


= VÊ 1 pl(CEF)= HH' à VÊ 


|. mi 

| = HH' 1 pIV.B.C) 

VL18) Como VÊ 1 pl(V,A, B), tem-se VÊ 1 AB 
Como VH 1 pI(A,B, C). tem-se VH 1 AB, 
Assim, AB LpI(V,C,H), logo AB L CH. 
Portanto, cô é altura do A ABC. 


Analogamente, H pertence às outras duas 
alturas. 


V1.19) Seja a o plano que contém ED e é perpendicular a AB e seja P o traço de 
AB em a. Pelo teorema de Pitágoras, temos: 
(BC)? = (BP)? + (PC) 
(BD)* = (BP)? + (PD 
donde 
(BC) — (BD)? = (PC)? — (PDY 
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Analogamente, 
(AC)? — (AD)? = (PC)? — (PD)? 


AC 1 BD| ad 


VI.20) = AC 1 pI(A,B,D) 
AC 1 AB 


Logo, AD 1 AC 


DM ADI DIABO) 


AD 1 AB) 
togo, AD 1 BE. 


V1.21) Hé o centro do 4 ABC e VH é perpendicular ao 
pI(A, B, C). Assim, 


BC 1 pPHA,M,V) 


Logo, BG à AV. 


V1.22) EF LPI(A DE) =EF 1 AH 


+ PHD.EF)=> AH DF 


VI. 23) Sendo AH a altura do 4 ABC, a reta procurada é MH. De fato, 
AM L pI(A,B,C) > AM 14 BC 


se [= BO 1 Ami) => BE RA 
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Vi 24) Sendo EF 4 BC, tem-seque AAEM =ADFM FD A 
(ALA) Assim, a área do trapézio é iguala área á 
do paralelograma EFCB: 


área = (EF) - (MP) = (BC) - (MP) 


B 
VI 25) 4 v1.26) 2! 
10 
2 — 
vi27) A vi28) “(5 +33) 
sena 2 
2 
vt29) 8 cm? V1.30) figa =1+sen2Za 
12 i+tgêa 
8670 
VI31 a VI.32 em? 
31) 36 cm es 
V1.33) 2/7em VI.34) 2413 cm ou 4cm 
ab — 
VI.35) SR V1.36) 3/2cm e 12em 
3 fn 2 
vL37) a? V2 V1.38) Rupia 
VI.39) a V1.40) sê 
VL.41) = VI.42) cos fi = tg > 
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d3) cos = 
iSitghi=2tga 

tz 
47) cos p=cos” > 
193 572) 47 
E] 


J3 
ea 


53) mº sen 2x Ig 5 


She e 
3 


71) 142+ 42 


aU 


vias) tgp= Ztga 


Vl4Bj cos u = À 


E 
Rs 
VI 48) bív23 
B1 
VI.50) dcosa di dsena 
ES 2a 
o 
VLE2) — 
Ei 
vi.54) 12 
2 


| 
VIGO) ns 
sen“ da 


V1L.58) 4r 3 
1.80) 407 em 


V1.52) 12518 om 


V1.64) 2Y38 em 
1 

V1.66) cos u=-- 
4 
VLEB) J3s 


VL7O) nv2 


41.72) 


3ar? 


2a 
Vi 73) 2a 
a VI.74) E 
3 3 — 
VI.75) ara vi 76) 7º J3 
2 4 
3 3 — 
vL77) 272 vira) ER J2) 
2 12 


La 
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